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VORREDE.

Indem ich vorliegendes Schriftchen der Oeffentlichkeit

übergebe, komme ich der Aufforderung befreundeter Aerzte

nach, die für die Ophthalmologie in neuerer Zeit so wich-

tigen Gesetze der Dioptrik so zu behandeln , dass sie den

Medicinern und Aerzten bei den ihnen im allgemeinen zu

Grebote stehenden mathematischen Vorkenntnissen verständ-

lich seien, und dieselben in den Stand setze die Dioptrik

des Auges zu verstehen. Ich habe deshalb bei Abfassung

des Schriftchens nur die Fähigkeit vorausgesetzt, algebraische

Operationen übersehen zvi können, und alle vorkommenden
Eechnungen vollständig diu-chgeführt. Um die resultirenden

Formeln, auf denen die Bestimmung des Ganges der Licht-

strahlen im Auge beruht, noch übersichtlicher zu machen,

habe ich zugleich ausführlich die Cönstruktionen besprochen,

welche sich aus diesen Formeln zur Bestimmung der Bilder

eines optischen Systems ergeben, und dann die hauptsäch-

lichsten Methoden zu.r Bestimmung der optischen Constanten

des Auges aus den im ersten Theile erhaltenen Gleichungen
abgeleitet. Wenn durch dieses Schriftchen auch denen,

welche weniger mit mathematischen Deduktionen vertraut

sind, es erleichtert wird, die Grundlagen der Dioptrik des

Auges zu übersehen, so ist sein Zweck erreicht,

Bonn, im Februar 1866.

A. WüUner.





Einleitung

in die Dioptrik des Auges.

Das menschliclie Auge ist in physikalischer Beziehung eine

Reihe von durchsiclitigcn Medien verschiedener ßrechharkeit,

welche von nahezu kugelförmigen Flächen, deren Mittelpunkte

auf einer geraden Linie liegen, hegrenzt werden. Es bildet da-

durch eine Reihe von Linsen, welche in ihrer Gesammtheit als

eine SammelHnse wirkt.

Das erste durchsichtige Medium des Auges, in welches die

Lichtstrahlen aus der Luft eintreten, ist die durchsichtige Horn-

haut (Cornea), aus dieser tritt das Licht in die wässerige FIüp-

sigkeit der vorderen Augenkammer, welche hinten durch die

Vorderfläche der Krystalllinse begrenzt ist. Wir werden sehen,

dass wir diese beiden Medien zusammen als die erste Linse des

Systems betrachten können, welches unser Auge ausmacht. Die

zweite Linse bildet dann die Krystalllinse, aus welcher dann das

Licht in das dritte durchsichtige Medium, den Glaskörper tritt,

auf dessen hinterer Begrenzungsfläche das lichtempfindende Organ,

die Netzhaut, ausgebreitet ist.

Durch die Brechung des Lichtes in diesen verschiedenen

Medien werden von denjenigen Gegenständen, welche Licht in

unser Auge senden, auf der Netzhaut Bilder entworfen, und diese

sind es, welche wir wahrnehmen. Um deshalb den Gang der

Lichtstrahlen im Auge vollständig übersehen zu können, müssen
wir zunächst die allgemeinen physikalischen Gesetze der Licht-

brechung und dann die Gesetze der Brechung in krummen Flä-

chen besprechen. Daran schlicsst sich dann die Anwendung der
gefimdenen Gesetze auf das Auge.

Wiillnpi-, Diopliik des Aiig-cs. \



2 Gosotzo der Lichtbrechung.

§. 1.

Gesetze der Lichtbrechung. Das Licht ist, wio in der
Physik bewiesen wird, eine schwingende Bewegung des überall,

sowohl in dem sogenannten leeren Räume als im Innern der

Körper verbreiteten Aethers. Diese schwingende Bewegung Avird

von den leuchtenden Körpern wahrscheinlich dadurch erregt, dass

die Atome der leuchtenden Körper selbst eine schwingende Be-

wegung haben und diese an die umgebenden Aetliermoleküle ab-

geben. Von den leuchtenden Körpern aus pflanzt sich dann die

schwingende Bewegung nach allen Richtungen, nach den Radien

einer Kugel fort, und zwar so lange die Bewegung in demselben

Mittel, also z. B. im leeren Räume oder in Luft oder irgend

einem anderen bleibt, immer geradlinig und mit derselben Ge-

schwindigkeit. Die Geschwindigkeit, mit welcher das Licht sich

fortpflanzt, wird aber eine andere, sobald das Mittel, in welchem

es sich fortpflanzt, ein anderes wird; so ist die Fortpflanzungs-

geschwindigkeit des Lichtes in der Luft eine andere als im Was-

ser, dort wieder anders als im Glase. Wenn deshalb das Licht

aus einem Mittel in ein anderes übergeht, so z. B. aus Luft in

Glas, so ändert sich die Geschwindigkeit plötzlich und die Folge

davon ist, dass die Richtung, nach der sich das Licht fortpflanzt,

eine andere wird, wenn dasselbe nicht senkrecht auf die Trennungs-

fläche der beiden Mittel auftrifl't. Das Gesetz, nach welchem sich

die Fortpflanzungsrichtung des Lichtes bei dem Uebergange aus

einem Mittel in ein anderes ändert, spricht man gewöhnlich so

aus, dass man die Lage der Fortpflanzungsrichtung, des Licht-

strahls, in beiden Mitteln zu der an der Eintrittsstelle des Lich-

tes auf die Grenzfläche beider Mittel errichteten senkrechten, dem

Einfallslothe bestimmt. Das Gesetz in seiner einfachsten Form

lautet dann:

1. Die Richtung des in das zweite Mittel übergegangenen

oder gebrochenen Lichtes liegt in der durch den einfallenden

Lichtstrahl und das Einfallsloth bestimmten Ebene.

2. Die Sinus der Winkel, welche das Licht im ersten Mittel

mit dem Einfallslothe bildet, des Einfallswinkels, und welchen das

gebrochene Licht im zweiten Mittel mit dem Einfallslothe bfldet,

des Brechungswinkels, stehen in einem constanten Verhältnisse;

oder der Quotient aus beiden ist, welches auch der Einfallswinkel

sein mag, eine constante Grösse; diese constante Grösse heisst

der Brechungsexponent des Lichtes beim Uebergange des Lieh-
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tes aus dem ersten Mittel in das zweite. Beim Ucbergange des

Lichtes aus Luft in Wasser ist z. ß. der Brechungsexponent

nahezu gleich ^.

die Grenzfläclie zweier Mittel, also

Fig. 1.

Jtf-

Ist daher iJ/iV Fig. 1

z. B. von Luft und Was-

ser und IE die Richtung,

in welcher Licht auf die

Fläche trifft, so ist E L

oder EL' das Einfallsloth.

Die Richtung des gebro-

chenen Lichtes liegt dann

zunächst ganz in der durch

1 E und E L gegebenen

Ebene, also der Ebene der

Zeichnung. Bezeichnen wir

nun den Einfallswinkel lEL

mit a, den Brechungswinkel

,

den die Richtung EF des gebrochenen Lichtes mit dem Einfalls-

lothe EL' bildet, mit j3, so ist die Richtung des gebrochenen Lichtes

weiter dadurch gegeben, dass

sin a
-—

ß = n
sin p

oder wenn über MN Luft, unter MN W^asser ist, gleich ^ ist.

Wir erhalten die Sinus der Winkel a und ß bekanntlich,

wenn wir um den Punkt E als Mittelpunkt mit einem beliebigen

Radius einen Kreis beschreiben und von den Punkten a und </,

wo dieser Kreis die Richtungen des Lichtes schneidet. Senkrechte

auf das Einfallsloth, ah und de ziehen. Es ist dann bekanntlich

ab = sin or, ed = sin ß
und somit muss, wenn EF die Richtung des gebrochenen Strah-

les ist,

ab—, = n oder für Wasser gleich i
e d ^6

sein.

Die Richtung des Lichtstrahls in einem zweiten Mittel, wenn
wir diejenige im ersten kennen, ist hiernach vollständig bestimmt,

wenn wir den Brechungsexponenlen des Lichtes bei dem Ueber-

gange aus dem ersten in das zweite Mittel kennen. Denn wir

erhalten dann den Winkel ß, welclien der Strahl im zweiten

Mittel mit dem Einfallslothe bildet aus der Gleichung

1 *
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. a Sin a
sin ß =

Das Brecliungsgesetz in dieser Form liefert uns auch so-

fort eine sehr einfache Construction , um die Richtung des ge-

brochenen Lichtes zu bestimmen. Man ziehe um den Punkt, in

welchem die Trennungsdäclie beider Mittel von dem ankommen-

den Lichte getroffen wird, mit ehiem beliebigen Radius einen

Kreis, und ziehe dann von dem Punkte, wo dieser Kreis das ein-

fallende Licht trifft, eine Senkrechte auf das Einfallsloth. Diese

Senkrechte, ab Fig. 1, ist der Sinus des Einfallswinkels; da nun

sin a , . a sin a
.—^ — n, also sm 8 =

sin j3 n

so hat man in dem um E beschriebenen Kreise nur einen Punkt

(l so zu bestimmen, dass die von d auf das Einfallsloth EL' ge-

zogene Senkrechte de = — wird, und der Punkt E, in welchem
n

das Liclit die brechende Fläche trifft, mit diesem Punkte zu ver-

binden; diese Linie ist die Richtung des gebrochenen Lichtes.

Den Punkt d erhält man nun dadurch, dass man von E aus

Ec = — aufträgt und durch c eine zu EL' parallele Gerade
n

zieht. Wo diese Gerade den Kreis trifft, dort ist der Punkt d.

Denn ziehen wir von d aus de parallel zu CE, also senkrecht

zu EL', so ist de = CE, also gleich ^•

Als den Brechungsexponenten einer Substanz bezeichnet man

gewöhnlich denjenigen des Lichtes beim Uebergange aus Luft in

die betreflende Substanz ; diese Brechungsexponenten sind für die

meisten Substanzen bekannt. Aus ihnen kann man nun aber

sofort auch den Brechungsexponenten beim Uebertritt aus einer

Substanz in irgend eine andere erhalten. Ist nämlich der Bre-

chungsexponent eines ersten Mittels in der gcwöbnUchen Bedeu-

tung des Wortes Wj, derjenige eines zweiten so ist der Bre-

chungsexponent des Lichtes beim Uebergange aus dem ersten

Mittel in das zweite
71c,

n = —
«1

Wir erhalten also den Brechungsexponenten des Lichtes

beim Uebergange aus einem Mittel in ein zweites, wenn wir den

Brechungsexponenten des zweiten Mittels in dor gewöbnlicben
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Ikdeiilung des Wortes durch denjenigen des ersten Mittels divi-

diren. Die Richtigkeit dieses Satzes folgt unmittelbar aus der

Erfahrung, dass, wenn wir Licht durch eine Reihe von Mitteln

hindurchtreten lassen, welche von parallelen Flächen begrenzt

sind, es im letzten Mittel in derselben Richtung sich fortpflanzt,

wie im ersten, wenn beide Mittel gleich sind. Ist also M' ein

brechendes Mittel, etwa Wasser, Pig, 2.

M" ein zweites, etwa Glas, de-

ren Begrenzungsflächen einander

parallel sind, und ist über M',

sowie unter M" Luft, so ist der

austretende Strahl J"Ä dem ein-
jj-'

J

tretenden EJ parallel, also der

Winkel, den J"A mit dem Ein-

fallslothe J"L" bildet, gleich dem,

welchen E J mit dem Einfalls- ^
lothe JL bildet, gleich i. Ist

nun ///' der Weg des Lichtes, A

r der Winkel, welchen es im ersten Mittel mit dem Einfallslothe

bildet, / der, welchen es im zweiten mit demselben bildet, so ist

nach unserer Definition

sin r

Ferner ist =

n — -,.

sni r

sin i' sin i

sm

somit — =
n

sm

sin r

sin /

SHl i

sin r

wie wir vorhin behaupteten.

Das Brechungsgesetz in der oben segebenen Form ist zu

nächst für ebene Trennungsflächen zweier Mittel ausgesprochen,

dass es aber auch für krumme Trennungsflächen ganz ebenso

gilt, erkennt man sofort, wenn man erwägt, dass man jede krumme
Fläche als aus unendUch vielen unendlich kleinen Ebenen zusam-
mengesetzt ansehen kann. Legen wir nämlich an einen Punkt
einer krummen Fläche eine Tangentialebene, so fällt in diesem
Punkte die krumme Fläche vollständig mit der Tangentialebene

zusammen; wird deshalb dieser Punkt von einem in das zweite

Mittel eindringenden Lichlstralile getroflcn, so haben wir nur die

Tangentialebene dieses Punktes als Trennungsfläche der beiden
Mittel anzusehen, um sofort das angeführte Rrechungsgeselz zur

1
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Beslirnniung des Ganges des gebrochenen Strahles anzuwenden.

Die in dem betrachteten Punkte auf die Tangentialebene errich-

tete Senkrechte, man nennt sie die Normale der Fläche in diesem

Punkte, ist dann das Einfallsloth, und das Brechungsgesetz sagt

dann aus: 1) dass der gebrochene Lichtstrahl ganz in der durch

die Normale und den einfallenden Lichtstrahl bestimmten Ebene

liegt und 2) dass der Quotient aus dem Sinus der Winkel, welche

der einfallende und gebrochene Strahl mit der Normale bilden,

constant und gleich dem Brechungsexponenten des Mittels ist. Der

Unterschied zwischen der Brechung des Lichtes in ebenen und

in krummen Flächen ist deshalb nur der, dass in ebenen Flächen

die Einfallslothe in allen Punkten einander parallel sind, während

bei krummen Flächen die Einfallslothe der verschiedenen Punkte

verschieden gerichtet sind. Um den Gang eines eine krumme

Fläche treffenden Bündels von Strahlen im zweiten Mittel bestim-

men zu können, bedarf es daher ausser der Kenntniss des Bre-

chungsexponenten auch derjenigen der Richtungen der Einfalls-

lothe, oder was dasselbe ist, des Gesetzes, nach welchem die

Fläche gekrümmt ist.

Da, wie in der Einleitung erwähnt wurde, die brechenden

Flächen unseres Auges als Kugelflächen angesehen werden können,

so ist es zunächst unsere Aufgabe, die Brechung des Lichtes

durch kugelförmige Flächen zu untersuchen, das heisst zu be-

stimmen, wie ein Bündel von Lichtstrahlen, welches aus einem

Mittel durch eine kugelförmige Trennungsfläche in ein zweites

Mittel übertritt, in diesem zweiten sich fortpflanzt. Die Lage der

Einfallslothe bei kugelförmigen Flächen ist bekanntlich durch den

Satz gegeben, dass bei der Kugel der an einen Punkt gezogene

Radius senkrecht steht auf der in diesem Punkte die Kugel be-

rührenden Ebene. Die Radien der Kugel sind daher die zu den

verschiedenen Punkten gehörigen Einfallslothe, und die Winkel,

welche der einfallende und gebrochene Strahl mit dem Radius

bilden, sind der Einfalls- und Brechungswinkel.

Brechung des Lichtes in einer kugelförmigen Fläche.

Es sei, um die Brechung des Lichtes zunächst in einer kugel-

förmigen Fläche zu bestimmen, BIN Fig. 3 der Durchschnitt



Brechung dea Lichtes in einer kugelförmigen P'läche. 7

tlm-cli eine solche Fläclie, welche zwei verschiedene Mittel, etwa

Luft und Glas von einander trennt, der Mittelpunkt derselhen

sei C, und vor derselben in Q befinde sich ein leuchtender Punkt.

AVir werden nun den Gang der Lichtstrahlen im zweiten Mittel

kennen, wenn wir wissen, wie sich ein beliebiger von () aus-

gehender Strahl Fig. 3.

QJ, der die bre-

chende Fläche

in einem Punkte

/ IrilTt, sich

nach der Bre-

chung in dem

zweiten Mi ttel

fortpflanzt. Da

der gebrochene

Strahl eine gerade Linie ist, so genügt es, um seine Rich-

tung zu bestimmen, wenn wir zwei Punkte desselben kennen.

Ein Punkt des gebrochenen Strahles ist in dem Punkte /, in

welchem er in das zweite Mittel eintritt, gegeben, es ist daher

nur die Bestimmung noch eines Punktes erforderlich, um seine

Lage festzustellen. Wir wählen als zweiten zu bestimmenden

Punkt den Punkt B, in welchem der gebrochene Strahl die pas-

send verlängerte Verbindungslinie QC des leuchtenden Punktes Q
mit dem Mittelpunkte C der brechenden Fläche trifft. Den Punkt

D bestimmen wir durch seinen Abstand vom Mittelpunkte C oder

von dem Punkte S, dem Punkte, wo die Verbindungslinie QC die

brechende Fläche schneidet. Wir gelangen zu dieser Bestimmung

durch Anwendung des Satzes aus der Trigonometrie, dass in einem

Dreiecke zwei Seiten sich verhalten wie die Sinus der Gegen-

winkel. Dieser Satz liefert uns folgende zwei Gleichungen:

QC : QJ = sin QJC : sin QCJ. . . (a)

CD : JD = sin CJD : sin BCJ . . . (ö)

und durch Division der ersten Gleichung durch die zweite erhal-

ten wir

Q£ .
QJ _ sin QJC sin QCJ

CD ' JD ~
sin CJD '

sin DCJ
D'er in dieser Gleichung vorkommende Winkel QJC, der Winkel,
welchen der einfallende Strahl mit dem Radius CJ bildet, ist der
Nebenwinkel des Winkels QJE, welclier nach der Schlussbemer-

?
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kung des vorigen Paragraphen der Einfallswinkel des Strahles QJ
ist. Da nun der Sinus eines Winkels gleich ist dem Sinus seines

Nebenwinkels, so ist sin QJC gleich dem Sinus des Einfallswin-

kels. Der Winkel CJD ist der Winkel, welchen der gebrochene
Strahl mit dem Radius CJ bildet, er ist also der Brechungs-
winkel des Strahles QJ. Nach dem Brechungsgesetze ist daher

sin QJC __
sin CJB ~ "

gleich dem Brechnngsexponentcn des zweiten Mittels. Die Winkel

QCJ und DCJ sind Nebenwinkel, ihre Sinus sind daher einander

gleich, und der Quotient

sin QCJ _^
sin DCJ ~ ^'

Setzen wir nun diese Werthe in unsere Gleichung ein, so wird

CD ' JD ~ ^' CD ~ " JD
und daraus, indem wir letztere Gleiciiung nach CD auflösen,

CD • {^lRR — L .

J^ iQ^ + SC)

n QJ ^ 71
' QJ

Die Lage des Punktes D, oder der Werth von CD hängt somit

ab von dem Brechungsexponenten des zweiten Mittels, dem Ab-

stände QS des leuchtenden Punktes von der brechenden Fläche,

dem Badius SC der brechenden Fläche und ausserdem von der

Lage des Punktes J auf derselben, denn mit der Lage des letz-

teren ändert sich, wenn auch die Lage des Punktes Q dieselbe

bleibt, der Werth von QJ und damit auch der Werth von CD.

Für alle Strahlen aber, welche von dem leuchtenden Punkte Q
ausgehend die Fläche in Punkten treffen, welche ebenso liegen

als der Punkt /, für welche also QJ denselben Werth hat, ist

auch der Werth von CD derselbe; alle diese Strahlen schneiden

sich also nach der Brechung in dem Punkte D. Denken wir uns

nun den Durchschnitt MN durch die brechende Fläche um QC

als Axe gedreht, so beschreibt der Punkt / auf derselben einen

Kreis, und alle Punkte dieses Kreises liegen in Bezug auf den

Punkt Q genau wie der Punkt /. Für alle von Q ausgehenden

Strahlen, welche die brechende Fläche in diesem Kreise trellen,

hat QJ denselben Werth, alle diese Strahlen schneiden sich alsf)

nach der Brechung in dem Punkte D. Wegen dieser Eigenschaft

nennt man den Punkt D den Brennpunkt des Ringes /. Wie
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man sieht, entsprechen den verschiedenen Ringen verschiedene

ßrenupunkte, in welchen sich die auf ersterc auftredenden Strah-

len nach der üreclunig schneiden.

Nehmen wir nun aher an, dass die brechende Fläche in Be-

zug auf die übrigen hier in Betracht kommenden Dimensionen,

also besonders in Bezug auf den Abstand der leuchtenden Punkte

so klein sei, dass wir, wo auch der Punkt / auf derselben liegen

mag, alle Werthe von QJ einander gleich und gleich QS, gleich

dem Abstände des leuchtenden Punktes von dem Scheitel S der

brechenden Fläche setzen können, so werden alle die Fläche tref-

fenden Strahlen nach der Brechung in einem und demselben

Punkte vereinigt. Denn vertauschen wir in unserer Gleichung

QJ mit QS und demzufolge auch JD mit SD^ so wird

CD = - ^JQ1_±_1^
n QS

Es hängt somit dann die Lage des Punktes D nur mehr ab von

dem Radius der brechenden Fläche, dem Brechungsexponenten

des zweiten Mittels und dem Abstände des leuchtenden Punktes

von der brechenden Fläche. Alle von einem Punkte ausgehenden,

die brechende Fläche treffenden Strahlen haben also nur einen

Brennpunkt in dem durch obige Gleichung bestimmten Punkte ß.
Bei einem und demselben brechenden Mittel und derselben bre-

chenden Fläche hängt die Lage des Brennpunktes nur ab von der
Lage des leuchtenden Punktes.

Man bezeichnet nun gewöhnlich den Abstand des leuchtenden
Punktes Q von dem Scheitel der brechenden Fläche S odei- Q S
mit a, den Abstand des Brennpunktes von demselben Scheitel
oder SD mit f, und den Radius der brechenden Fläche mit r:

setzen wir diese Bezeichnungen in unsere Gleichung ein, so wird

CD = SD ~ SC = f — r ~ IJ^L±J1
71 a

oder, wenn wir diese Gleichung nach f auflösen, zunächst auf
beiden Seiten mit na multipliciren und die Glieder, welche /-ent-
halten, auf eine Seite bringen

naf~ {a -f r) /' = nar = f {na — a — r),

und indem wir durch den Coefficienten von f auf bcideii Seiten
dividiren, schliesslich

r. nar

J^iya^r ••••(!)
Aus dieser Gleichung tritt dann deutlich hervor, dass die Lage
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des Brennpunktes nur abhängt von n, «, r, und dass jedem leuch-

tenden l*unkle Q ein bestimmter Brennpunkt D entspriclit, welcher

auf der Verbindungslinie des leuchtenden Punktes mit dem Mittel-

punkte der brechenden Fläche liegt.

Ehe wir nun dazu übergehen, dieses Resultat näher zu be-

sprechen und anzuwenden, ist es nothwendig, dasselbe zu erwei-

tern. Bisher haben wir nämlich, das geht aus der ganzen Ab-

leitung hervor, stillschweigend vorausgesetzt, dass das Licht die

brechende Fläche auf ihrer convexen Seite träfe; es fragt sich

nun, gilt das Resultat ebenso, wenn das Licht die concave Seite

der brechenden Fläche trifft, wenn also etwa B Fig. 2 der leuch-

tende Punkt ist. Es sei das der Fall und DS sei der einfallende,

QJ der gebrochene Strahl, also BJC der Einfallswinkel, QJE der

Brechungswinkel. Es bestehen jetzt ganz ebenso die Gleichungen

(a) und (6) wie vorhin und deshalb auch die Gleichung (c) oder

QC QJ_ünQJC sin QCJ
CD ' Jd ^ sin CJD '

sin DCJ

und es ist ganz ebenso

sin QCJ _ ^
sin DCJ

^
Da nun aber jetzt CJD der Einfallswinkel und QJC der Neben-

winkel des Brechungswinkels ist, so ist jetzt

sin CJD = n,
sin QJC

gleich dem Brechungsexponenten des zweiten Mittels, in welches

das Licht eintritt, und demnach erhalten wir jetzt

91 . 91 = l - 1
CD ' JD n

'

oder wenn wir uns wieder auf die unmittelbar bei / die bre-

chende Fläche treQ'enden Strahlen beschränken, also DJ und QJ

mit SD und SQ vertauschen,

Q_C QS ^ 1 . 1

CD ' SD n

Nennen wir nun wieder den Abstand des jetzt leuchtenden Punktes

D von S a, und den Abstand des jetzigen Brennpunktes Q von

S oder OS f, so wird

a— r
' a n
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Daraus erhallen wir, indem wir die Produkte der innern und

äussern Glieder der Proporlion gleichsetzen

f+r
. £

a — r ' na

und indem wir gerade wie vorhin nach f auHosen, zunächst

naf— «/" + r/"= — nar ~ f {n a — a -\- r)

— nar
t , y

f = 7 TT T— • • • • 1 «
[n — 1) a -\- r

Der Ausdruck (1 '«) ist von dem Ausdrucke (1) nur in einem

Punkte unterschieden, nämlich darin, dass die Glieder auf der

rechten Seite, welche r, den Radius der brechenden Fläche, ent-

halten, hier negativ sind, während sie oben positiv waren. Da-

raus folgt, dass die oben für convexe brechende Flächen abgelei-

teten Sätze auch für concave brechende Flächen gelten, dass jeder

leuchtende Punkt einen Brennpunkt hat, den wir in ganz ähn-

licher Weise berechnen können. Wir können deshalb die Glei"

chung (1) ganz allgemein für alle brechenden Flächen anwenden,

wenn wir nur das Vorzeichen des in derselben vorkommenden

Radius unbestimmt lassen und bemerken, dass dasselbe positiv

sein muss, wenn die brechende Fläche dem ankommenden Lichte

die convexe, negativ dagegen, wenn sie dem Lichte ihre concave

Seite zukehrt.

Unsere Gleichung (1) können wir vereinfachen und für

manche Zwecke bequemer machen durch Einführung der beiden

Hauptbrennweiten. Es gibt nämlich einen Punkt vor der bre-

chenden Fläche, der so gelegen ist, dass die von ihm aus auf

die brechende Fläche treffenden Strahlen nach der Brechung ein-

ander und der Axe der brechenden Fläche parallel werden, für

welchen also der Brennpunkt uendlich weit hinter der brechen-
den Fläche hegt. Diesen Punkt nennt man den ersten Haupt-
brennpunkt und seinen Abstand von der brechenden Fläche die

erste Hauptbrennweite.

Als zweiten Hauptbrennpunkt bezeichnet man jenen Punkt in

dem zweiten Mittel, in welchem nach der Brechung diejenigen.

Strahlen sich vereinigen, welche der Axe parallel die brechende
Fläche treffen, für welche also der leuchtende Punkt unendlich
weit von der brechenden Fläche entfernt ist.

Die Werthe dieser Hauptbrennweiten ergeben sich aus der
Gleichung (1). Führen wir anstatt des Werlhes von f seinen
reciproken Werth ein, so wird
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1^ (n ~ 1) a — r

f nur
oder indem wiv die Division auf der rechten Seite, so weit es

gellt, auslüiiren,

1 7l~l 1
7 = .... (2)
/ nr 71 a ^ '

Die erste Ifauptbrennweite, sie heisse A, finden wir nun, indem
wir jenen Werth von a bestimmen, für welchen f unendUch, also

- — 0 wird ; wir erhalten denselben aus der Gleichung

^ _ n~l 1_ 71— 1 _ 1

nr nA' 7ir 7iA

und daraus

A =
71—1

Uni die zweite Ilauptbrennweite zu erhalten, haben wir in der

Gleichung (2) jenen Werth F von /"zu suchen, welcher dem Werthe

a gleich unendlich entspricht; derselbe ergibt sich, da — dann
71 a

gleich u ist, aus

1 71— 1 „ 71 r

F nr 71— 1

Zwischen den beiden Ilauptbrenuweiten besteht also die Beziehung

F — n . A,

die zweite ist gleich der ersten multiplicirt mit dem Brechungs-

exponenten des zweiten Mittels.

Wie man sieht, ist das erste Glied in der Gleichung (2) auf

der rechten Seite der reciproke Werth der zweiten Ilauptbrenn-

weite; setzen wir dieselbe ein, so wkd

1 = 1- J- .... (3)

f F na ^
'

Multiplicircn wir nun in Gleichung (3) alle Glieder mit F, so wird

F _ L- l M L — 1

f 7ia f 7ia

Nun ist, wie wir soeben sahen,

F = A
71

und setzen wir diesen Werth in die letzte Gleichung, so wird

=1 . . . . (4)
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oder daraus

f = F
a—A

(5)

Es bedarf also hiernach nur der Kenntniss der beiden Ilaupt-

brennweiten und des Abslandes des leuchtenden Punktes von dem

Scheitel der brechenden Fläche, um sofort den Brennpunkt des

leuchtenden Punktes bestimmen zu können.

Die Gleichung (5) gibt uns sogar mit Hülfe der beiden Haupt-

brennweiten eine sehr einfache Construction zur Besümmung
des Brennpunktes. Wir können die Gleichung (5) in die Propor-

tion auflösen

f : F = a : a — A.

Fig. 4.

T

Ziehen wir nun in dem Scheitel S der brechenden Fläche ST = F
senkrecht zur Axe QC, ferner im leuchtenden Punkte QR =a— A
ebenfalls senkrecht zur Axe, verbinden R mit S und ziehen diu-ch
T eine Parallele zu RS, bis sie die Axe in D schneidet, so ist

D der Brennpunkt von Q. Denn nach einem bekannten Satze
aus- der Lehre von der Aehnlichkeit der Dreiecke ist, weil

A QRSc^ A STB
SB : ST ^ SQ : QR.

Da nun in dieser Proportion ST=F,SQz=,u,QR=,a~A
so folgt

SB : F = a: a — A
und somit aus der aus (5) abgeleiteten Proportion, dass SB = fund B der gesuchte Brennpunkt ist.
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§• 3.

Eutwerfuiig von Bildern durch eine brechende Flüche.
In dem vorigen Paragraphen haben wir den Nachweis geheferl,

dass alle von einem auf der Axc der brechenden Fläche Uesen-

den Punkte ausgehenden Strahlen sich nach der Brechung wieder

in einem Punkte schneiden. Als Axe der brechenden Fläche be-

zeichneten wir dabei jene Gerade, die durch den Mittelpunkt der

Kugel, von welcher die brechende Fläche ein Segment ist, und

die Mitte oder den Scheitel der brechenden Fläche seihst geht,

also jene Linie, um welche wir unsern Durchschnitt zur Erzeu-

gung der brechenden Fläche gedreht denken können.

Da nun im zweiten Mittel der Brennpunkt der allen gebro-

chenen Strahlen gemeinschaftliche Punkt ist, so sehen wir in dem-

selben, wenn unser Auge von den gebrochenen Strahlen getroffen

wird, einen leuchtenden Punkt; dieser leuchtende Punkt ist also

ein Bild des vor der brechenden Fläche liegenden leuchtenden

Punktes.

Garrz ebenso wie von einem auf der Axe liegenden leuchten-

den Punkte durch die brechende Fläche ein Bild entw^orfeu wird,

so geschieht das auch von einem ausserhalb der Achse liegenden

Punkte; die Lage desselben erhalten wir leicht auf folgende

Weise: Ist q Fig. 5 ein in nicht zu grosser Entfernung von der

Axc QC liegender leuchtender Punkt und qC die Verbindungslinie

desselben mit dem Mittelpunkte C, so hat diese Linie in Be-

zug auf q dieselbe Bedeutung wie die Achse der brechenden Fläche

in Bezug auf

einen in der Axe

liegenden leuch-

tenden Punkt.

Denn wenn wir

auch hier uns

auf die Strahlen

beschränken,

welche in der Nähe von s die brechende Fläche treffen, so ist

qs die Axe des die brechende Fläche treffenden Strahlenkegels.

Da nun ferner die kugelförmige Fläche überall gleich gekrümmt

ist, so wird der Strahlenkegel, dessen Axe qs ist, in Bezug auf

ql ebenso gebrochen werden, wie der zu {)S gehörige Strahlen-

kegel in Bezug auf die Ilauptaxe. Die gebrochenen Strahlen

werden sich daher auch jetzt alle in einem auf der verlängerten
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qC liegenden Punkte d schneidon, dessen Alistand sd von der

brechenden Fläclie in s nach der Gleichung (1) des vorigen Pa-

ragraphen gegeben ist durch

n-sq-r
sd=

[n— 1) sq— r

Ist nun die Lage des Punktes q durcli die Grösse des Abstandes

qs und die Lage der Nebenaxe qC, letztere etwa durch den

Winkel qCS=a gegeben, so ist auf diese Weise die Lage des

Brennpunktes d ausreichend bestimmt. Indess würde diese Be-

stimmung häufig sehr unbequem sein, z. B. wenn es sich darum

handelt, die gegenseitige Lage von Brennpunkten zu bestimmen,

welche zu einer Beihe von leuchtenden Punkten, etwa einer leuch-

tenden Linie qQ Fig. 5 gehören. Es ist deshalb bequemer, die

Lage des Brennpunktes d mit Hülfe zweier Abstände zu bestim-

men, nämlich mit Hülfe des senkrechten Abstandes dD dieses

Punktes von der Hauptaxe QC und des Abstandes des Punktes/),

in welchem die Senkrechte dB die Axe trilft, vom Scheitel S,

also der Länge DS. Wir gelangen dazu leicht mit Hülfe der

Gleichung (4) des vorigen Paragraphen; gemäss derselben erhal-

ten wir nämlich für sd die Gleichung

F , A—, + — = 1 . . . . («)
s d sq ^

'

\n welcher F und A, die beiden Hauptbrennweiten, genau die-

selbe Bedeutung haben wie vorher, nämlich

„ 71 rF= A =
n— 1

' n— 1

wie man unmittelbar sieht, wenn man aus obiger Gleichung für

sd die Werthe für die PLauptbrennweiten genau so ableitet, wie
wir sie aus der Gleichung (1) des vorigen Paragraphen erhielten.

Lassen wir nun von q eine Senkrechte qQ auf die Hauptaxe
herab und ziehen ebenfalls dB senkrecht zu QD, so haben wir,
da wir auch sS wegen seiner geringen Grösse als zur Axe senk-
recht ansehen können,

QS= qs . cos a; SD = sd . cos a,

worin a den Winkel q CQ = d CB heöeutet.

Dividircn wir nun die Gleichung («) durch cos a, so wird
^

-f
^ Z 4. _

sd . cos cc sq . cos a SB SQ
~'

cos a'
Da wir nun voraussetzen, dass q stets sehr nahe bei der Axe liegt
so ist der Winkel or stets sehr klein und desshalb cos « nur sehr
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wenig von 1 verschieden
; vernachlässigen wir diesen Unterschied,

so wird ohige Gleichung

SD ^ SQ
Zwischen den beiden Abständen der Fusspunkte des leuchtenden

Punktes und seines Brennpunktes besteht also dieselbe Beziehung

wie zwischen den Abständen eines auf der Axe liegenden leuch-

tenden Punktes und seines Brennpunktes vom Scheitel. Würde
sich also in Q, dem Fusspunkte des leuchtenden Punktes q, ein

leuchtender Punkt befinden, so würde sein Brennpunkt in D, dem

Fusspunkte des Brennpunktes d liegen.

Zur Bestimmung der Brennpunkte von ausserhalb der Axe

liegenden leuchtenden Punkten erhalten wir also zunächst folgende

Bogel. Man lasse von" dem leuchtenden Punkte eine Senkrechte

auf die Axe herab und bestimme den Brennpunkt des Punktes,

in welchem die Axe von jener Senkrechten gelroflen wird. In

dem Brennpunkte ziehe man dann eine Senkrechte zur Axe, pa-

rallel der ersten Senkrechten; auf dieser letztern Senkrechten

muss dann der gesuchte Brennpunkt liegen.

Um denselben dann vollständig zu bestimmen, bedarf es noch

der Angabe, wie weit der Brennpunkt auf dieser Senkrechten von

der Axe entfernt ist. Zu dieser gelangen wir durch die Bemer-

kung, dass der Brennpunkt auf der Nebenaxe qC Hegen muss,

dass er also dort liegt, wo diese Nebenaxe die Senkrechte Dd in

d schneidet.

Daraus folgt nämlich, dass die Dreiecke qQC und rf/>C ähn-

lich sind, und somit, dass

dB: qQ = DC:QC
oder wenn wir auch hier wieder QS=a und DS, den Abstand

des Punktes D, welcher der Brennpunkt von Q, also durch die

Gleichung

11 ar
BS = -. -T

[n— 1) a — r

gegeben ist, mit f bezeichnen, so ist BC=f — r, QC — a-\-r,

und somit

dB : qQ = f — r : a — r

dB = qQ
a — r

Gut ist es. wenn wir schon hier bemerken, dass wenn f grösser

als r ist, der Punkt d auf der entgegengesetzten Seite der Axe
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liegt, wie der Punkt q, da die Hauptaxe QC und die Ncbciiaxe

sich stets iin Mittelpunkte, also in dem Falle zwischen dem

leuchtenden Punkte und dem Brennpunkte schneiden. Um das

in unserer Gleichung schon hervortreten zu lassen, wollen wir dB

das negative Vorzeiclien geben, die Gleichung also schreiben

oder

f •— r
dB = qQ

f — r
dB= — ' qQ.

a — r

Wie man sieht, erhiilt der Ausdruck rechts, wenn man ihn aus-

rechnet, das negative Vorzeichen, wenn f grösser, das positive

Vorzeichen, wenn / kleiner als r ist. Die verschiedenen Vorzei-

chen deuten dann die verschiedene Lage des Punktes d in Bezug

auf die Axe an; liegt derselbe auf der Seite der Axe, auf welcher

q liegt, hat dB das positive, liegt er auf der entgegengesetzten

Seite der Axe, hat dB das negative Vorzeichen. Setzen wir

nun in den Ausdruck für dB den Werth von f ein, so wird

nar

in — 1) a — r ^ r fdB=-^ 1 qQ = - . TT qQ=.--L qQ.
a— r (n — 1) a—r na

Aus den soeben abgeleiteten Sätzen über die Lage der Brenn-

punkte von ausserhalb der Axe liegenden leuchtenden Punkten

folgt nun sofort, dass leuchtende, zur Hauptaxe senkrechte Linien

als Bilder ebenfalls leuchtende zur Axe senkrechte Linien haben,

welche dort liegen, wo der auf der Hauptaxe liegende Punkt der

leuchtenden Linie seinen Brennpunkt hat und deren Grösse

durch die letzte Gleichung für dB gegeben ist. Denn denken wir

uns zwischen q und Q die Linie qQ als aus einer Reibe von leuch-

tenden Punkten bestehend, so liegt der Brennpunkt jedes dieser

Punkte nach den abgeleiteten Sätzen auf der Linie dB in dem
durch die letzte Gleicliung bestimmten Abstände. Diese einzelnen

Brennpunkte bilden dann die Linie dB, von der aus im zweiten
Mittel nach der Brecbuiig die Strahlen ausgehen, welche vor der
Brechung von qQ ausgingen. Die Linie dB ist somit das Bild von qQ.

Ebenso ferner wie eine kugelförmige brechende Fläche von
einer zur Axe senkrechten Linie als Bild eine zur Axe senkrechte
Linie entwirft, so entwirft sie auch von einer zur Axe senkrech-
ten Khene als Bild eine zur Axe senkrecht*! Ebene, deren Lage
und Grösse durch dieselben oben entwickelten Sätze gegeben ist.

Wüllncr, Diopliik des Aug-es. 9
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Um das zu übersehen, hrauchen wir uns nur Fig. 5 um die Axe
OCB gedreht zu denken. Die Linien Qg und Dd beschreiben
dann zu der Axe senkrechte Kreise, und der Kreis dB ist das
Bild des Kreises qQ. Denn wir können uns den von qQ beschrie-

benen Kreis als aus lauter einzehien leuchtenden Radien zusam-
mengesetzt denken; jeder dieser Radien hat dann in dem \on Dd
beschriebenen Kreise einen Radius als Bild, und ebenso wie die

einzelnen Radien qQ den leuchtenden Kreis zusammensetzen, so

setzen die einzelnen Bilder den von Dd beschriebenen Kreis zu-

sammen; letzterer ist also das Bild des ersteren.

Wir gelangen somit allgemein zu dem Satze, dass eine kugel-

förmige brechende Fläche von vor ihr vorhandenen leuchtenden

Objecten, seien es Punkte, Linien oder Ebenen, Bilder entwirlt,

wiederum Punkte, Linien und Ebenen, so dass das Bild dem leuch-

tenden Objecte ähnlich ist. Die Lage dieser Bilder ist nach unsern

Gleichungen gegeben durch den auf der Axe gerechneten Abstand vom

Scheitel der brechenden Fläche und durch den Abstand des Bildes von

der Axe. Letzterer Abstand gibt uns auch, wenn der leuchtende Gegen-

stand eine zur Axe senkrechte Linie oder Ebene ist, die Grösse

des entworfenen Bildes.

Ist a der auf der Axe gerechnete Abstand des leuchtenden

Gegenstandes von dem Scheitel der brechenden Fläche, f der auf

der Axe gerechnete Abstand des Bildes von demselben, so ist

nach dem Vorigen f gegeben durch

i = . . . .

f F na

worin wie vorhin F die zweite Hauptbrennweite bedeutet.

Ist F der Abstand des leuchtenden Punktes von der Axe

oder die Grösse der leuchtenden Linie oder Ebene, so ist der

Abstand y des Bildpunktes von der Axe, oder die Grösse des

Bildes gegeben durch

y^—j r=--^Y.(B)
(n — 1) fl — r na

Die beiden Gleichungen (J) und (BJ bestimmen Lage und Grösse

der Bilder vollständig.

Aus der Gleichung (A) ergibt sich, dass die Lage des Bildes

wesentlich abhängig ist von dem Abstände des leuchtenden Ob-

jectes vom Scheitel; je nachdem kann es ein reelles oder virtu-

elles sein, das heisst, es können die Strahlen in dem zweiten

Mittel sich wirklich zu einem Bilde des leuchtenden Gegenstandes
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voreinigen, oder sie pflanzen sieb im zweiten Mittel so fort, als

kämen sie von einem vor der brechenden Fläcbe befindlichen

I)iUle, welches dann in einer anderen Entfernung von der bre-

chenden Fläche liegt als das leuchtende Object. Unsere Gleichung

{4) gibt uns das zu erkennen, indem der Werth von /"je nach

dem Werthe von a das positive oder negative Vorzeichen erhält.

Ist der Werth von / positiv, so bedeutet das nach dem Bisherigen,

dass das Bild im zweiten Mittel, also von dem leuchtenden Ge-

genstande an gerechnet, hinter der brechenden Fläche liegt. Das

entgegengesetzte Vorzeichen, welches angibt, dass das Bild auf

der entgegengesetzten Seite der brechenden Flache liegt, bedeutet

somit, dass die Strahlen sich in dem zweiten Mittel so ausbreiten,

als kämen sie von einem vor der brechenden Fläche liegenden

Objecte. Da nun das von diesen Strahlen getroffene Auge dort,

wo dieselben sich kreuzen, den Ursprung derselben sucht, so sieht

es in dem betreffenden Abstände vor der brechenden Fläcbe ein

Bild des leuchtenden Objectes, , dem keine reelle Existenz zu-

kommt.

Solche virtuelle Bilder entstehen bei convexen Flächen, wo also

r positiv ist, immer dann, wenn die leuchtenden Gegenstände
zwischen dem ersten Hauptbrennpunkte und der brechenden
Fläcbe liegen, wenn also nach unserer früheren Bezeichnung

a < A
kleiner als die erste Ilauptbrennweite ist. Da in dem Falle auch
immer

{n— 1) a <C. r

ist, so wird der Werth von y in Gleichung (B) immer positiv,

somit ist das virtuelle Bild immer ein aufrechtes, das heisst, die
Bilder der leuchtenden Punkte liegen auf derselben Seite der
Axc und in derselben Beihenfolge wie die leuchtenden Punkte
selbst.

Noch eines Falls betreffs der Erzeugung von Bildern müssen
wir erwähnen, nämlich dessen, wo das leuchtende Object nur ein
virtuelles, hinter der brechenden Fläche liegendes ist, das heisst,
wenn die Strahlen im ersten Mittel sich so fortpflanzen, dass sie!
wenn das zweite Mittel nicht vorhanden wäre, sich erst hinter
der brechenden Fläche schneiden würden. Der Fall würde z. B.
eintreten, wenn ein nach einem hinter der brechenden Fläche
liegenden Punkte convergireiides Strahlenbüiulel auf die brechende
Fläche auffiel. Um diesen Fall mit Hülfe der beiden Gleichunoen

2*
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und (B) zu untersuchen, haben \vir in denselijcn den auf

der Axe gerechneten Abstand n des Punktes, nach welcliem die

Strahlen convergiren, nur mit dem negativen Vorzeichen verselicn

einzuführen. Denn die Al)stände der leuchtenden vor der bre-

chenden Fläche liegenden Punkte haben wir ohne Vorzeichen ge-

lassen, also mit dem positiven Vorzeichen versehen; um deshalb

anzudeuten, dass in diesem Falle die leuchtenden Punkte hinter

der brechenden Fläche liegen, müssen wir ihren Abstand von der

brechenden Fläche als negativ bezeichnen.

Dass wir in d^r That dann die Lage des Brennpunktes richtig

bestimmen, das lässt sich leicht an einzelnen Beispielen zeigen.

V^enn z. B. ein Strahlenkegel auf die brechende Fläche fällt, der

nach dem Mittelpunkte derselben convergirt, so tritt keine Bre-

chung ein, da dann jeder Strahl in der Richtung des Radius, also

des Einfallslothes, die brechende Fläche trifft. Die Strahlen werden

sich dann also auch im Mittelpunkte der brechenden Fläche treffen,

und es entsteht in demselben ein reelles Bild des virtuellen leuch-

tenden Punktes. Unsere Gleichung (A) ergibt das sofort, denn

setzen wir in derselben «= — r, so wird

i = i + .

•

f F ^ nr

oder da^
1 _ ^lul- 1 — 4. J_ = i
F nr '

f nr nr r
'

also f=r, das heisst, der Brennpunkt liegt um den Abstand des

Radius hinter dem Scheitel der brechenden Fläche.

Da ferner die Strahlen vor der Brechung nach dem Mittel-

punkte convergiren, so ist in Gleichung (B) Y gleich 0, somit

auch ?/= 0, oder der Brennpunkt liegt im Mittelpunkte der bre-

chenden Fläche, wie wir vorhin ableiteten.

Wie wir die Lage der Bilder von leuchtenden Objecten in

dem Bisherigen durcli Rechnung erhielten, so können wir sie auch

durch Constructionen bestimmen, die sich aus unseren bisherigen

Sätzen ergeben. Die erste sich direkt an die Rechnung anschliess-

ende Constructiou ist die in Fig. 5 dargestellte. Man bestimmt

durch Rechnung oder Constructiou (voriger §.) den Abstand f des

Rildcs auf der Axe, errichtet in dem gefundenen Punkte eine

Senkrechte und zieht dann von dem leuchtenden Pimkte aus die

Nebcnaxc durcli den Mittelpunkt. Wo diese Nebenaxe jene Senk-

rechte trifft, ist der gesuchte Rrennpunkt.
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Anstalt der Nebcnaxe kann man auch den durch den zweiten

Haupthrennpunkt gehenden Strahl benutzen. Ist q Fig. 6 der

leuchtende Punkt und B der nach Gleichung {A) berechnete Ab-

stand des Brennpunktes auf der Axe, so kann man, anstatt den

Punkt d durch die Nebenaxe qCd zu bestimmen, von q aus den

Fi- 6.

mit der Axe parallelen Strahl ql ziehen; dieser Strahl geht nach

der Brechung durch den zweiten Hauptbrennpunkt F, zugleich

niuss er aber auch durch den Biklpunkt von q gehen. Ziehen

wir deshalb IF und verlängern den Strahl, bis er die Senkrechte

f/i) in d schneidet, so ist der Punkt d der Brennpunkt von q.

Als dritte Construction kann man die Combination der Neben-

axe qCd mit diesem Strahl anführen; wo sich IFd und qCd

schneiden, dort liegt der Brennpunkt von q.

Hat man den ersten Haupthrennpunkt A bestimmt, so kann

man auch diesen zur Construction benutzen, da der durch ihn

gezogene Strahl qAE nach der Brechung der Hauptaxe parallel

weiter geht. Zieht man deshalb Ed parallel der Axe, so ist der

Pimkt, wo diese Linie die Nebenaxe qCd oder den durch den

zweiten Hauptbrennpunkt gehenden Strahl schneidet, der Brenn-

punkt von q.
'

Dass diese Constructionen die Lage der Bildpunkte so geben,

wie wir sie aus der Rechnung ableiteten, ist leicht zu übersehen;

so wird man sofort erkennen, dass wenn der leuchtende Punkt

zwischen A (Fig. 6) und der brechenden Fläche liegt, die Strahlen

IFd und Ed sich nicht hinter, sondern vor der brechenden

Fläche schneiden, der ßildpuukt also ein virtueller vvird. Es

wird unnöthig sein, diese Constructionen an einzelnen Beispielen

auszuführen, besonders da wir später noch darauf zurückkommen
werden.

§. 4.

Brechung des Lichtes in einem centrirten System von
zwei kugelförmigen Flächen. In dem Vorigen haben wir
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den Gang der Jjclitstrahlcn l)ei der Breclmng in einer kngelför-

migen Fläche vollsliindig bcslimmt, und sind dadurcli in den Stand

gesetzt, für jedes irgendwo vor der brechenden Fläche liegende

leuchtende Object die Lage des Bildes im zweiten Mittel zu be-

stimmen. Mit Hülfe der erhaltenen Sätze können wir nun sofort

auch die Frage nach dem Gange der Lichtstrahlen durch ein

System von brechenden Flächen beantworten. Wir haben uns

nur daran zu erinnern, dass die erste ])rechende Fläche ein dem
leuchtenden Objecte ähnliches Bild von dem Objecte entwirft;

dieses Bild ist dann, es mag ein reelles oder virtuelles sein, das

leuchtende Object für die zweite brechende Fläche. Denn da sich

die Strahlen unter allen Umständen im zweiten Mittel so fort-

pflanzen, dass sie sich in der That oder passend verlängert in

dem ersten Bilde vereinigen, so treffen sie auch auf die zweite

brechende Fläche so auf, als wenn das von der ersten entworfene

Bild in der That für die zweite Fläche das leuchtende Object

wäre. Wir haben daher nur die Lage des Bildes in Bezug auf

die zweite brechende P'Iäche, das heisst, den auf der Axe gerech-

neten Abstand desselben vom Scheitel der zweiten Fläche und

den Abstand des Bildes von der Axe zu bestimmen und dann die

beiden Gleichungen (A) und (BJ des vorigen §. zur Bestimmung

der Lage des von der zweiten Fläche entworfenen Bildes anzu-

wenden. Bei einer dritten, vierten brechenden Fläche u, s. f.

könnten wir dann ganz ebenso verfahren, das heisst, das von der

zweiten brechenden Fläche entworfene Bild als leuchtendes Object

für die dritte Fläche betrachten und wiederum durch Anw^endung

der beiden Gleichungen (J) und (B) des vorigen §. das von

diesem durch die dritte Fläche entworfene Bild bestimmen u. s. f.

Es ist jedoch bequemer, wenn wir bei mehreren brechenden Flä-

chen anders verfahren, wenn wir dann die Flächen paarweise zu-

sammennehmen und je zwei Flächen als ein System betrachten

und dann die von dem ersten System entworfenen Bilder als leuch-

tende Objecte für das folgende System von zwei brechenden

Flächen ansehen.

Wir werden desshalb zunächst unsere Betrachtung nur auf

ein System von zwei brechenden Flächen zu beschränken haben.

Es seien zu dem Ende M N, M'N', Fig. 7, zwei kugelförmige

Flächen, deren Mittelpunkte in C und (f sich befinden. Der Ab-

stand der beiden Flächen SS' sei gleich d; der ßrccbungscxponent

des Lichtes bei dem Uebergange aus dem ersten in das zweite
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r r c

Mittel sei n, derjenige bei dem Durchtritt des Lichtes durch die

zweite brechende Fläche, also bei dem Uebergange des Lichtes

aus dem zweiten in das dritte Mittel sei gleich ti. Es sei ferner

D der von der ersten breclienden Fläche entworfene Bildpunkt

des leuchtenden Punktes Q, das heisst, der Bildpunkt, wenn das

Licht nach der ersten Brechung in dem zweiten Mittel bliebe,

also in der zweiten Fläche keine neue Brechung erführe. Der

Abstand SD= f dieses Bildes von dem Scheitel S der ersten

brechenden Fläche ist dann nach der Gleichung (J) des vorigen

Paragraphen gegeben durch

i _ 1 _ 1-
f F 71 a

oder durch die frühere Gleichung [§. 2 Gleichung (1)]

r — {n~l) a-r ' ' •

•

worin a den Abstand QS des leuchtenden Punktes vom Scheitel

S und r den Badius CS der Kugel bedeutet.

Die im zweiten Mittel nach dem Punkte D convergirenden

Strahlen treffen nun aber auf die zweite brechende Fläche M'
N'

und werden in derselben neuerdings gebrochen, da hinter der-

selben ein anderes Mittel ist, als vor derselben; da die Strahlen

aber in dem zweiten Mittel nach einem Punkte convergireti, so

vereinigen sie sich auch nach der Brechung in der zweiten Fläche

in einem Punkte D', dessen Abstand von dem Scheitel der zweiten

brechenden Fläche S'D'= f' wir durch dieselbe Gleichung wie f
bestimmen können. Bezeichnen wir deshalb den Abstand S' D
des Punktes D von dem Scheitel S' der zweiten brechenden

Fläche mit «', mit q den Badius der zweiten brechenden Fläche,

so wird

r = n a Q

[n — 1) a — Q
(2)

1
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In dieser Gleichung liaben wir nur noch a durch die bekannten
Grössen a, d, /- unserer Conibinalion auszudrücken, um f zu er-

hallen. Nun ist

et == S'B = SD~ SS' = /•—</,

worin f durch die Gleichung (1) gegeben und d der Abstand der
beiden brechenden Flächen bekannt ist. Ist nun. wie wir es in

unserer Figur vorausgesetzt haben, /"> rf, so liegt der Punkt D
hinter der zweiten brechenden Fläche, und um das anzudeuten,

müssen wir nach dem Vorigen dieser Differenz das negative Vor-

zeichen geben und in die Gleichung (2) für d einsetzen

a' = - if-d) = d~r
oder

^/ _ ^
nar { (?^— 1) a— r} d — nar

{?i — 1) a — /' (n — 1) «— r

Führen wir diesen Werth in die Gleichung (2) ein, so wird

, i (n— 1) « — r \ d— nar
n Q ,

^

^,
[n — 1) a — r ^

/ ' -< \ i — 1) « — ^(d— 7iar
[n — 1) i ~ ?

Q
[ti— Ijü — r

oder indem wir Zähler und Nenner mit dem Faktor (ji — 1) o— r

multipliciren

^,
ti' Q { (n— 1) a— r} d — nnciQr

{n — 1) { (m — 1) «— r } rf— {n — 1) 7ia) {ti — 1) ag -{-rg

oder schliesslich, indem wir im Nenner die Glieder etwas anders

ordnen und besonders die a enthaltenden Glieder zusammen-

ziehen
^

ndQ^{n — l)a— r| — nnagr
^ a —

1) (?i

—

l)d— {n—l)nr — (n— — [n — l)rd-\-rQ

Dieser Ausdruck für f gestattet den auf der Axe gerechneten

Abstand des Bildpunktes von dem Scheitel der zweiten brechenden

Fläche zu bestimmen, wenn man den auf der Axe gerechneten

Abstand des leuchtenden Punktes von dem Scheitel der ersten

brechenden Fläche, die Radien, sowie den Abstand der brechenden

Flächen und die Brechungsexponenten der verschiedenen Mittel

kennt. Liegt also der leuchtende Punkt auf der Axe selbst, so

ist durch diese Gleichung die Lage des Brennpunktes vollständig

bestimmt. Liegt aber der leuchtende Punkt ausserhalb der Axe,
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oder ist das leuchtende Objcct eine Linie oder Ebene, so müssen

wir noch den Absland des Bildpunktes von der Axe oder die

Grösse des Bildes bestimmen. Der auf der Axe gerechnete Ab-

stand des Bildes vom Scheitel ist nämlich nach dem Vorigen auch

durch diese Gleichung für f gegeben; denn ist Fig. 8 der

leuchtende Punkt, oder Q^Q eine leuchtende Linie oder Ebene

dessen duich die erste brechende Fläche allein entworfenes Bild

Fig. 8.

M
DD^ sein würde, so liegt das durch die zweite brechende Fläche

von diesem entworfene Bild dort, wo der Bildpunkt des Punktes

D liegt, also in dem durch die vorige Gleichung gegebenen Ab-

stände S'D'= f' vom Scheitel der zweiten brechenden Fläche.

Es handelt sich also nur noch darum, den Abstand des Punktes

D\ von der Axe oder die Länge der Senkrechten D\D' zu bestim-

men. Wir gelangen dazu durch zvveimahge Anwendung der Glei-

chung (B) des vorigen Paragraphen. Bezeichnen wir die Länge

von Q^Q mit Y, die Länge von B^D mit y, so ist y gegeben durch

r
y == — ,

T^
^

(n— 1) a— r

Nun ist D^D das leuchtende Object für die zweite brechende Fläche

für die Grösse des Bildes, welches die zweite brechende Fläche

von diesem Objecte entwirft, y , erhalten wir daher ganz ebenso

Q
y

[n'— 1) d— q
worin d wie vorhin den Abstand BS des Bildes DD^ vom Scheitel

der zweiten brechenden Fläche bedeutet, und y durch die obige

Gleichung gegeben ist. Setzen wir in den Ausdruck für rj nun
den Werth von y ein, so wird

^1 g r
^

{n — 1) d— Q (n — 1) a — r

und wenn wir jetzt auch den Werth von d einsetzen

,/ Q r
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Führen wir nun die angedeütele Multiplication aus, indem wir
Zähler mit Zähler und Nenner mit Neimer multipliciren, so wird

y = 7 ^ Y
(n — 1) {{7i — l)a— r}a—{ti— l)nar— {n — l)«^ + r()

oder indem wir den Nenner etwas anders ordnen und die a ent-

haltenden GUeder zusammenfassen

,
rQ

^ ^ a{{7i'-l){n-l)d-i7i'-l)7ir-{?iQ-l)}-{ti'-l)rd+t^Q'

Dieser Ausdruck, dessen Nenner mit dem vorhin abgeleiteten für

/" vollständig übereinstimmt, gestattet also die Lage des ausser

der Axe liegenden Bildpunktes eines Punktes Q^ oder die Grösse

des Bildes einer Linie oder Ebene Q^Q aus den bekannten Grössen

unserer Combination brechender Flächen und dem Abstände und

der Grösse des leuchtenden Objectes zu berechnen.

Die beiden Gleichungen (I) und (II) geben uns also vollständig

Aufschluss über die Brechung des Lichtes in zwei brechenden

Flächen, weil sie zusammen Lage und Grösse der Bilder vollständig

bestimmen. In der angegebenen Form sind sie aber ziemlich

unbequem und zur Bestimmung der Lage und Grösse der Bilder

wenig geeignet. Sehr viel einfacher und übersichtlicher werden

sie aber, wenn man den Abstand der beiden brechenden Flächen

vernachlässigen darf, wie man es in den meisten Fällen bei Be-

rechnung der gewöhnlichen Linsen thun daif. In dem Falle

wird d gleich 0, und die mit d behafteten Glieder fallen aus den

beiden Ausdrücken fort. Die Gleichung (I) wird dann

— nn arg

— a {(«'— 1) nr -j- {n— 1) } +
oder wenn wir in Zähler und Nenner die Zeichen ändern

nn ar g
^' _- 1 —

—

a {(«'— 1) nr + (»—1) (>} — rg

und die Gleichung (II) wird

, (— -Y
y a{(«'-l)nr + («-!) 9

Führen wir anstatt des Werthes f seinen reciproken Werth ein,

so wird

1 =[n'-l]-^ + («-1)-A -r-
f ^ UQ 'nur nna

Definiren wir nun die llauptbrennweitcn ebenso wie früher, als

erste Ilauptbrennweite den Abstand des leuchtenden Punktes vom
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Scheitel der ersten brechenden Fläche, dessen Strahlen nach der

Hrechuny in beiden Flächen der Axe parallel werden, und als

zweite Ilauptbrennweitc den Abstand des Brennpunktes für Strah-

len, welche im ersten Mittel der Axe parallel sind, so erhalten

wir zunächst die zweite Ilauptbrcnnwcite F", wenn wir in der

letzten Gleichung

setzen, somit

a = oo; —4- = 0
nn a

l,^[n-l).^+{n-l)
F' ' ' HQ nn r

Das von rt unabhängige Glied in der Gleichung für i> ist also der

reciprokc Werth der zweiten Hauptbrennweite, und dadurch wird

1 ^ J. 1_

f F' nn'ci

Wir erhalten also eine der Gleichung (A) für eine brechende

Fläche ganz analoge Gleichung auch für ein System von zwei bre-

chenden Flächen.

Die erste Hauptbrennweite Ä erhalten wir, wenn wir in der

1

f
Gleichung für 7^ einsetzen

somit

F nn A nn

Zwischen den beiden Ilauptbrennweiten besteht also ebenfalls eine

analoge Beziehung wie bei einer brechenden Fläche, Ja beachten

wir, dass das Produkt der beiden Brechungsexponenten nn gleich

ist dem Brechungsexponenten des Lichtes bei dem Uebergange

des Lichtes direkt in das dritte Mittel, so tritt diese Analogie

noch mehr hervor; wir erhalten dann den Satz, dass die zweite

Hauptbrennweite gleich ist dem Produkte der ersten Hauptbrenn-

weite und dem ßrcchungsexponentcn des Lichtes bei dem Ueber-

gange aus dem ersten in das dritte Mittel.

Aus diesen einfachen Gleichungen ergeben sich nun ähnliche

Constructionen für die Lage der Bilder, wie wir sie bei einer

brechenden Fläche erhalten haben ; wir w^erdcn indess diese Con-

structionen erst an einer anderen Stelle besprechen, wenn wir
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ohne die ungenaue Annahme, welche wir jetzt gemacht haben,

zu ähnUchen einlachen Gleichungen gekommen sind.

§• 5.

Ableitung' der Hauptpuukte. Die am Schlüsse des vo-

rigen Paragraphen zur Vereinfachung der' Gleichungen lur f und
y' gemachte Annahme ist nur dann zulässig, wenn der Abstand der

brechenden Flächen gegen die übrigen Dimensionen, die Radien

der brechenden Flächen, die Abstände der leuchtenden Qbjecte

und Bilder verschwindend klein ist. Lei der Dioptrik des Auges,

in welchem die Abstände der einzelnen brechenden Flächen die

Hälfte und mehr der Krümmungsradien betragen, darf diese An-

nahme nicht gemacht werden. Indessen lassen sich auch hier

anstatt der complicirten Ausdrücke (I) und (II) ohne jene ungenaue

Annahme eben so einfache Gleichungen erhalten, wenn man die

Abstände des leuchtenden Objectes und des Bildes nicht von den

Scheiteln der brechenden Flächen, sondern von zwei andern

Punkten aus rechnet. Diese Punkte, welche von Gauss in die Di-

optrik eingeführt worden sind, lieissen die Hauptpunkte; die durch

diese Punkte senkrecht zur Axe gelegten Ebenen heissen die

Ilauptebenen.

Die Lage der Hauptpunkte und Ilauptebenen ist durch fol-

gende Definitionen gegeben.

Der zweite Hauptpunkt ist das Bild des ersten, das heisst,

befindet sich in dem ersten Hauptpunkte ein leuchtender Punkt,

so liegt sein Bild im zweiten Hauptpunkte.

Ein leuchtender Punkt in der ersten Hauptebene hat sein Bild in

der zweiten Ilauptebene, und zwar liegt dasselbe an derselben

Seite und ebenso weit von der Axe entfernt als der leuchtende

Punkt in der ersten Hauptebene.

Letzterer Satz gibt uns nun sofort das Mittel, um den ersten

Hauptpunkt durch seinen Abstand vom Scheitel der ersten bre-

chenden Fläche zu bestimmen. Denn bezeichnen wir wie vorhin

mit Y den Abstand eines leuchtenden Punktes von der Axe in der

ersten Hauptebene, mit y' den Abstand des Bildes von der Axe

in der zweiten Hauptebene, so muss nach dem soeben angeführten

Satze

v.y — ^

sein, Zwischen y' und Y besteht aher andererseits die Gleichung
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(II) des vorigen Paragraplien oder

/ ^
r Ii' {[n'-l){n-l)d-{n — l)nr-{n—l)Q\-[n-l)rd+rQ

wenn wir mit h' den Abstand des ersten Hauptpunktes von dem

Scheitel der ersten brechenden Fläche bezeichnen.

Aus diesen letzten beiden Gleichungen folgt dann, indem wir

den Werth von ^ gleich 1 setzen:

h' {[7i—l){n—l)d-{n-l)nr-{n-l)Q)—[7i—l)rd+rQ

oder, indem wir auf beiden Seiten mit dem Nenner der rechten

Seite multipliciren

h' { [n'—l] («—!)(/—(//-1) nr— [n—l] q }—{)i—l)rd+rQ= rQ.

Daraus folgt, indem wir auf beiden Seiten tq abziehen und das

nicht mit h' behaftete Glied auf die andere Seite bringen

// { («'— 1) {?i— l)d— {n— 1) 7ir— {,1 — 1) q}= [n— 1) rd

und schliesslich, indem wir durch den Coefficienten von // divi-

dircn

j^, ^ jn—l) rd

[n — 1) (n— 1) d— (n'— 1) nr— (« — 1) ^

Ein in diesem Abstände von dem Scheitel der ersten brechenden

Fläche befindliches leuchtendes Object hat somit ein Bild, welches

genau ebenso gross ist und an derselben Seite der Axe liegt, wie

das leuchtende Object selbst; der in diesem Abstände von dem
Scheitel der ersten brechenden Fläche auf der Axe selbst liegende

Punkt ist somit der erste Hauptpunkt.

Den zweiten Hauptpunkt erhalten wir nun mit Hülfe des

ersten Theiles unserer Definition, der zweite Hauptpunkt ist das

Bild des ersten. Setzen wir daher in unsere Gleichung (I) für a

diesen Werth, so erhalten wir den Abstand f, wir wollen ihn h"

nennen, des zweiten Hauptpunktes von dem Scheitel der zweiten

brechenden Fläche, denn wir erhalten dann den Abstand des

Bildes jenes Punktes von der zweiten Fläche, welcher von der
ersten Fläche um h' entfernt ist,, also des Bildes des ersten Haupt-
punktes. Die Gleichung (I) ist, wenn wir im Zähler und Nenner
die a enthaltenden Glieder zusammenschreiben

__ « { {n— 1) 7i'd() — 7771 r q}— 71 drg
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und wenn wir jetzt für a den Werlli h' ein-
setzen (Formel ^)

Bringen wir nun Zähler und Nenner auf der
rechten Seile auf gleiche Benennung und lassen
dann im Nenner und Zähler die gleichen Nenner

_^ fort, so wird (Formel 2)

p Führen wir nun im Zähler die angedeuteten Mul-

I

tiplicationen aus, und lassen die gleichen, aher

sS- mit entgegengesetzten Vorzeichen versehenen

I
Glieder fort, so wird

(n — 1) n'dgrQ
h"= -— ^

I

rq {{n —1) (n—1) d— [n'—l) nr— («—1)

oder schliesslich, da im Zähler und Nenner der

I Factor rQ fortfällt,

[n — l) n dQ
{n— 1) {n— 1) d— (n- 1) ?zr— (« — 1)q

^ für den Abstand des zweiten Hauptpunktes von

'j* dem Scheitel der zweiten brechenden Fläche.

3 Wie man sieht, hängt die Lage der Haupt-

^ punkte ab von den Brechungsexponenten der ver-

schiedenen Mittel, dem Abstände und den Radien

^ der brechenden Flächen.+
'S Um die Lage der Hauptpunkte zu über-

;^ sehen, wollen wir die allgemeinen Gleichungen

I

auf einzelne specielle Fälle anwenden. . Wir

wollen zunächst eine biconvexe Glaslinse be-

I

trachten in der Luft, der Brechungsexponent

"g des Glases sei 1,5, die Radien beider Flächen

^ seien gleich gross und der Abstand ihrer Scheitel,

I

also die Dipke der Linse sei 0,1 des Radius,

g In unsere Gleichung für den ersten Haupt-

punkt

1
{?i-l)rd

.
~

(n'— l) («— 1) rf— («'—
1) ?ir—{n—l)Q

haben wir dann nur die oben angegebenen

Werlhe einzusetzen.
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Da die Linse eine biconvexe ist, so wendet die zweite Fläche

dem Lichte jedenfalls die concave Seite zu, wir haben daher nach

§. 2 in unseren Gleichungen demselben das negative Vorzeichen

zu geben. Da wir nun annehmen, die beiden Radien seien an

Grösse einander gleich, so ist:

Q = — r.

Der Brechungsexponent n ist gleich 1, 5. Da vor und hinter der

Linse dasselbe Mittel, nämlich Luft ist, so ist der Brechungsexpo-

nent 71 = -, da der Brechungsexponent des Lichtes bei dem
71

Uebergange aus Glas in Luft der reciproke Werth desjenigen bei

dem Uebergange aus Luft in Glas ist. Setzen wir diese Werthe

und zugleich im Nenner für cl den Werth 0,1 r ein, so wird

rd
\7l J

u =

— 1)0,1 — l^nr-\-{n— l)

(1 — n) rd

(1 — 7i) [71 — 1) 0,1 r — (1 — 71) 7ir + [71 — 1) 7ir

oder wenn wir Zähler und Nenner durch (1 — ??) r dividiren

,^ d ^ d
'

[71— 1)"
. 0,1 — 2n 2 « — (n— 1) . 0,1

und wenn wir jetzt n = 1, 5 setzen

, , ^ _ d ^ d_
3 — 0,05 2,95

Der erste Hauptpunkt liegt also, da das Vorzeichen auf der rech-

ten Seite negativ ist, um fast \ der Linsendicke hinter dem
Scheitel der ersten Fläche.

Für den zweiten Hauptpunkt haben wir

(n— 1) n'dq

(?i'— 1) (n— 1) d— [ri — 1) nr— {n— 1) ^

und indem wir q = — r, 71 = im Nenner d= 0,1 r setzen
71

[71 — 1) dr

[1—71) («— 1) 0,1 r— [1 — ti) nr + [n—1) nr

und indem wir durch [71 — 1) r dividiren

,// d d
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w, d_
' ~ 2,95

Der zweite ITauplpunkt liegt also um fast y., der Linsentlicke vor

der zweiten brechenden Fläche, da auch hier der Ausdruck auf

der rechten Seile das negative Vorzeichen hat.

Beide Hauptpunkte liegen also im Innern der Linse; das ist

jedoch nicht immer der Fall, sondern je nach den Verhältnissen

der brechenden Flächen und der ßrechungsexponenten wird die

Lage eine andere. Nehmen wir z. B. eine concavconvexe Linse

von demselben Glase, bei der der Radius der concaven Fläche

doppelt so gross ist als der Radius der convexen Fläche. Nehmen

wir an, die Linse wende dem ankommenden Lichte ihre convexc

Seite zu, so wird auch die zweite Fläche auf ihrer convexen Seite

von dem ankommenden Lichte getroflen, es ist also q positiv

und zwar

Q = 2r,

alle übrigen Grössen bleiben ungeändert wie in dem eben an-

genommenen Falle. Setzen wir nun die Werthe in unsere Glei-

chungen für 7/ und h" ein, so wird

1^ 0,lr— —l) nr— («—1)2
7?-}-0,l (n—1)

d

1,55

und der Abstand des zweiten Hauptpunktes vom zweiten Scheitel

[n—1) d. 2r
h" =

(1 _ „) („ _ 1) 0,1 r — (1— «) »r— [n— 1) 2«r

d .2 2d
Ii =

« + 0,1 («—1) 1,55

Da der Werth von Ji positiv ist, so folgt, dass der erste

Hauptpunkt vor dem Scheitel der ersten brechenden Fläche liegt

und zwar um ungefähr 2/3 der Linsendicke. Der Werth von h"

ist negativ, der zweite Hauptpunkt liegt also vor der zweiten bre-

chenden Fläche und da der Werth von //' grösser als d ist seihst

vor der ersten Fläche und zwar um fast genau 7., der Linsen-

dicke vor der ersten Fläche. Es liegen also in diesem Falle beide

Hauptpunkte vor den brechenden Flächen im ersten Mittel.
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Ebenso Avie von den Krümmungsradien der brechenden Flä-

chen, so liängt die Lage der Ilauplpunkle auch von den Bre-

diungscxponenten ab. Nehmen wir, um das zu zeigen, die leLzle

Linse, setzen aber voraus, hinter derselben wäre nicht wie vor

derselben Luft, sondern Wasser. In unsern Gleichungen bedeutet

dann n den Brechungsexponenten des Lichtes bei dem IJeber-

gange aus Glas in Wasser. Der Brecliungsexponent des Lichtes

heim Uebergange aus Luft in Wasser ist fast genau gleich Vg;

da nun der Brechungsexponent aus Luft in Glas nach unserer

Annahme 7., ist, so folgt für den Brechungsexponenten des Lichtes

heim Uebergange von Glas in Wasser nach §. 1

n = \U ' % = Vo-

Setzen wir diesen Werth von 7i in unsere Gleichungen ein,

so erhalten wir für h' und h" die Werthe

d 8rf

' = Tj6 = - TM-
Auch dann noch liegen also die beiden Hauptpunkte vor der

ersten brechenden Fläche, aber viel näher bei derselben, als wenn

hinter der zweiten Fläche Luft wäre.

An diesen Beispielen möge es genügen,' um zu erkennen, wie

die Lage der Hauptpunkte von der Beschaffenheit der brechenden

Flächen und den Brechungsexponenten der Mittel abhängig ist.

Nur sei hier noch erwähnt, dass aus diesen Gleichungen ebenfalls

sich ergibt, dass bei einer einzigen brechenden Fläche die beiden

Hauptpunkte zusammen und in den Scheitel der hre(;henden Fläche

fallen. Denn die eine brechende Fläche können wir als zwei be-

trachten, deren Badien ?- und q einander gleich sind und deren

Abstand d gleich Null ist. Setzen wir aber diese Werthe in die

Gleichungen für // und //' ein, so wird

// : h" = 0.

Es ergibt sich das ül)rigeris auch direkt, wenn man nach den
im Eingange dieses Paragraphen aufgestellten Bedingungen die

Hauptpunkte für eine brechende Fläche aus den für dieselbe auf-

gestellten Gleichungen berechnet.

§. 6.

yoreiiifachuiig der Gleicliuiigeu durcli Einführung
der Hauptpunkte. Die Ifauptpunkte haben wir deshalb he-

Will hier, [»if)|ihil; di's Aiifccs. 3
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stiinmi. um mit Hülfe dcrselheii die complicirten Ausdrücke, die

Avir zur ßeslimmiuig der Lage luid r.rösse der Bilder, welche

brechende Fläciien von vor ihnen hcifiiidlichen leuchtenden Oh-

jecten entwerfen, erhielten, zu vereinfacheu. Es geschieht das

sofort, wenn ^ wir die Ahstände der leuchtenden Ohjccte einerseits

anstatt vom Scheitel der ersten Fläche von dem ersten Haupt-

punkte an rechnen und andererseits nicht den Abstand des Bildes

auf der Axe vom Scheitel der zweiten brechenden Fläche, sondern

den von dem zweiten Hauptpunkte berechnen.

Bedenken wir nun, dass ein positiver Werth von h' bedeutet,

dass der erste Hauptpunkt vor dem Scheitel der ersten brechen-

den Fläche liegt, so ergibt sich, dass der auf der Axe ger.echnete

Abstand des leuchtenden Objectes von dem ersten Hauptpunkte

gleich ist der Differenz zwischen dem Abstände des leuchtenden

Objectes vom ersten Scheitel und dem Abstände des ersten Haupt-

punktes vom Scheitel. Nennen wir also wie früher a den Ab-

stand des leuchtenden Objectes vom Scheitel, h' den Absland des

ersten Hauptpunktes von demselben und a den Abstand des leuch-

tenden Objectes vom ersten Hauptpunkte, so ist

n = fi — h' \ a = d -f-

Ein positiver Werth von Ii bedeutet, dass der zweite Haupt-

punkt hinter dem zweiten Scheitel liegt; die auf der Axe gerech-

nete Entfernung des Bildes vom zweiten Hauptpunkte ist also gleich

der Differenz zwischen dem Abstände des Bildes und des Haupt-

punktes vom zweiten Scheitel. Nennen wir nun den Abstand des

Bildes vom Scheitel wie früher f ,
denjenigen des Bildes vom

zweiten Hauptpunkte f, so ist

f=r- h".

Um demnach die Abstände der leuchtenden Objecte und ihrer

Bilder von den Hauptpunkten aus zu rechnen, haben wir in Glei-

chung I des §. 4 den Abstand a durch d + W auszudrücken

und statt f den Abstand /" — h" zu berechnen. Darnach wird

'

I ,/_|_7/ II
_ 1 ) „V/ e— n v'rQ}—ndr p

^
r=.f'-h =

.f^{n'-l){n-i)d^n-\)nr-{n-l)Q)- (7/-l)>Y/+re

und indem wir jetzt h' und //' durch die im vorigen Paragraph

gefundenen Werthe ausdi'ückcn
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Um diesen Ausdruck l)C(iuemer auf seine ein-

faclisle Form zu i)ringen, wollen wir zunäclist den

Nenner in den Werllion für K und ä" mit D bezeicli-

nen, also unsere Gleichung schreiben

7 /• =

I

|rt'-}- {("— n (Iq— nn'rq^ — 7i d r q

{ji — 1) n'clQ

D

i Bringen wir die Quotienten der rechten Seite

auf gleiche Benennung und bedenken dabei, dass der

I Nenner des ersten Quotienten sich zusammenzielit in

"jT a'D -\- rQ

S' so erhalten wir

J f=
/)|ö'+(^_^^| i^{n-i)ndQ-nn'rQ^-ndrQDi^aD-\-rQ^{n-\) ndq

{aD-\-rQ} B

Flihren wir im Zähler die angedeuteten Miiltiplica-

tionen aus, so wird derselbe

a D.{n — 1) n'dQ— a'D .7m'rQ -{- —
1) rd{n—l)ndQ—

in'—l)rd . nn'i^Q— ndr a'D [n—l] n'd Q — rQ{n— 1) n'dg

In diesem Ausdrucke beben sich die zweimal unter-

strichenen Glieder auf, die einmal unterstrichenen lassen

sich zusammenziehen in

n'drg
{
(«'—1) (n— l)d— [n'—l] — (n— 1) p

|= n'dr q D

Diese drei Glieder heben sich somit gegen das

dreimal unterstrichene Glied auf, es bleibt daher vom
Zähler nur das Glied

— a'nn'rQ. D.

Darnach wird

«' 7? n' rQ D «' n 71 r Q
{a'n -h j. I) a'T) + rQ

und wenn wir jetzt für D wieder seinen Werth ein-

setzen

3*
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a 1171 r Q

a
^
[n'—l) (n — .1) d — [n ~ 1) «r — (w — 1)

J.
+ rg

und wenn wir schliesslicli , um das negative Vorzeichen forlzu-

schalTen, im Nenner alle Vorzeiclien in die entgegengesetzten ver-

ändern

„ a'nn'rQ
' " n

{ [n'— 1) nr + (n_ 1) ^ _ (n'— 1) („. _ 1) rf| _ '

Ganz ebenso vereinfacht sich unser Ausdruck für den Ab-

stand des Bildes eines aussei- der Axe liegenden leuchtenden

Punktes von der Axe oder die Grösse des Bildes eines ausgedehn-

ten leuchtenden Objectes, wenn wir in demselben den Abstand

des leuchtenden Objectes vom ersten Hanptpunkte einführen.

Unser Ausdruck war

y = , , , : r
a —1) [n— l)d— (n'

—

l)nr— (??—

—

(n —l)rrf+rß

und setzen wir

a— a-\-h=a-\-
[n — 1 )

(w — 1) d — (n'— l)nr — [n — 1)q

so zieht sich gerade wie vorhin der erste Nenner auch hier der

Nenner zusammen, und es wird

J:Q_ Y
y a' {

[n — 1) [n— 1) d — («'— 1) nr — [n — l)Q}+rQ

oder um den Nenner des Ausdruckes für y mit dem für f gleich

zu machen

F. IIa
y = —

a {(m— 1) nr -\-{n—l)Q— [n — 1) [n-l)d} -rg

Vergleicht man nun den Coefficienten von F in der Gleichung

IIa mit dem in Gleichung la gegebenen Werthe von f, so sieht

man sofort, dass wir hier für die Grösse des Bildes einen ebenso

einfachen Ausdruck haben, wie bei einer brechenden Fläche, oder

wie hei zwei brechenden Flächen unter Vernachlärsigung ihres

Abstand es. Es wird nämlich
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Den Ausdruck für f köiiucu wir noch bedeutend vereinfaclien

durch Eiufiiliruiig der llauptbrennweiteii. Für den reciproken

Werth von f erhalten wir zunächst

H-1 1 (l\ 1
1 r» - 1 1^

, ^
J \ n Q nn

r r

Y
—

l n' Q ' nn r nn rq) nna

Definiren wir jetzt die zweite Ifauptbrennweite F als den Ab-

stand des zweiten Hauptbrennpunktes, also , des Punktes, in wel-

chem sich die vor der Brechung mit der Axe parallelen Strahlen

nach der Brechung schneiden, von dem zweiten Hauptpunkte, so

haben wir in der letzten Gleichung zur Bestimmung derselben

nur einzusetzen

a' = oo — = 0
nn a

und erhalten dann

1 (n--l 1 n—1
_
1^ _ K— 1) {n— \) d.

^

F \ n Q nn r nn rgf

Es ist also auch hier das von a unabhängige Glied in der

Gleichung für ^ der reciproke Werth der zweiten Hauptbrenn-

weite.

Führen wir dieselbe in unsere Gleichung ein, so wirdIII
f F n na

'

wenn wir jetzt, um die Buchstaben nicht unnütz zu accentuiren,

mit a den Absland des leuchtenden Objectes von dem ersten

Hauptpunkte bezeichnen.

Der Werth der ersten Hauptbrennweite, das heisst der Ab-

stand des leuchtenden Punktes vom ersten Hauptpunkte, dessen

Strahlen nach der Brechung im letzten Mittel der Axe parallel

werden, erhalten wir, wenn wir in unserer Gleichung

f=oo ^ = 0

setzen, somit

1 ^ n — 1 1^ _^
n - 1 1 _ [n — 1) — _ 1

nn A n jj nn r nn rq F
und daraus
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A = F
nii

also auch jclzL wieder isl die erste IIaii|iLl)rcnn\vcilc gleich dem
Quotienten aus der zweiten und dem Produkte der heid(;n ßre-

chungsexponeulen. Ist demnach hinter der zweiten hreclienden

Fläche dasselbe Mittel, wie vor der ersten Fläche, so ist die erste

Ilauptbrennweitc gleich der zweiten, da dann 7i7i = 1, somit

A = F

ist. Mit Hülfe des VVerthes von A können wir aus der Gleichung

lür /' eine ebensolche Gleichung ableiten, wie wir sie in §. 2

zur (^onstruction der Brennweiten benutzten. Multipliciren wir

nändich die Gleichung für ^ mit F, so wird

F

7
r= 1 — F

nn'a
'

/ «

und daraus gerade wie in §. 2

f =
a — Ä

Aus diesen Gleichungen ergeben sich ebensolche Construc-

tionen zur Bestimmung der Brennweiten und Bilder bei zwei bre-

chenden Flächen, wie wir sie in den §§. 2 und 3 für eine bre-

chende Fläche entwickelten. Zunächst ergibt sich, wenn man die

beiden Uauptbrennweiten kennt, wie gesagt eine Constriiction für

f wie in §.2. Sind nämlich Fig. 9 H'H' und H"H" die beiden

Fig. 9.

llauptebencn, in denen // und ä" die ITaupl|)unkte sind, ist A der

erste, F der zweite Uauptbrennpunkt, ist ferner Q ein auf der



Vereii.facliim- der Gleicliuiigcu duriili Einführung der Hiiuptpinikte. 39

Axe liegender leucliLeiuler Punkl, so liat mau zur Bcsliniuunig

des ßrennpuuktes D von Q iu Q nur 0C== QA senkrecht zur

Axe zu ziehen, C mit // zu verbinden, dann in der zweiten Ilaupt-

ehene h" II" gleicli der zweiten Haüptbrcnnweite zu maciicn und

/f"D
II

C/i zu ziehen. Der Punkt B, in welchem die Axe von

dieser Parallelen getroflen wird, ist dann der Brennpunkt von Q,

denn es ist

QC : Qh' = h"ir : h"U

Oh' . Ii"Ii" a . F /
QC a — A

V Mit Uüli'e dieser Construction lässt sich noch bequemer wie

durch Rechnung sofort übersehen, wie sich die Läge der Brenn-

punkte mit der Lage der leuchtenden Punkte ändert. Betrachten

wir zunächst eine Sammellinse, etwa eine biconvexe Glaslinse,

wie Fig. 9, vor der wir uns Luft denken und hinter derselben

Wasser. Für diese sind die beiden Hauptbrennweiten positiv, das

heisst, der erste Ilauptbrennpunkt liegt im ersten, der zweite im

letzten Mittel. Wenn in diesem Falle der Punkt Q Fig. 9 weiter

hinausrückt, so nehmen QC und Qh' beide zu, QC aber etwas

rascher als Qh', deshalb wird Ch' und damit H"D mehr gegen

die Axe geneigt, der Brennpunkt D von Q rückt deshalb dem

Ilauptbrennpunkt immer näher, bis er ihn erreicht, wenn der

leuchtende Punkt Q in unendUche Entfernung rückt. Denn wenn

Q unendlich weit entfernt ist, ist QC = Qli , da beide Entfer-

nungen dann unendlich gross sind. Das' Dreieck C£)/i' wird dann

also gleichschenklig und deshalb auch das Dreieck H"h" D. Da

nun h" H" = F, so wird auch h" D = F, oder D fällt i^n den

zweiten Ilauptbrennpunkt.

Rückt der Punkt Q näher an A, so wird QC immer kleiner,

es nähert sich dem Werthe Null, während Qh' sich dem Werthc

nähert. Deshalb wird Ch' der Axe immer mehr parallel, bis

es, wenn Q in A fällt, QC = 0 ist, mit Ah' zusammenfällt. Das

mit Ch' parallele//"!) wird daher immer weniger gegen die Axe
geneigt, der Punkt J) rückt inmier weiter fort, bis er in's Un-
endliche fällt, wenn Q in A liegt, Ch' mit Qh' zusammenfällt und
H" D demnach der Axe parallel wird.

Rückt 0 noch näher an /<', wird also a — A negativ, so

müssen wir die Differenz A — a in dem leuchtenden Punkte
senkrecht nach unten ziehen, wie iji Fig. 10 QC, da das negative
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Fig. 10.

\

\

\
\
\
\
\

\
\

\

Vorzeichen bedeutet, dass die Linie QC die entgegengesetzte Rich-

tung hat wie in den l'rüheren Fällen, Damit wird auch die Nei-

gung der Linie Ch' gegen die Axe entgegengesetzt der früheren,

und deshalb hegt auch H"D an der andern Seite der zweiten

Hauptebene und der Brennpunkt D liegt vor derselben, er ist ein

virtueller geworden, das heisst, die Strahlen vereinigen sich nach

der Brechung nicht wirklich, sondern sie pflanzen sich so fort,

als kämen sie von einem vor der zweiten Hauptebene liegenden

Punkte her. Je näber Q dem ersten Hauptpunkte rückt, um so

näher rückt D dem zweiten, um, wenn Q in h' fällt, in h" zu

fallen. Denn dann ist QC parallel der zweiten Hauptebene, da es

ganz in der ersten liegt, deshalb liegt auch B"D in der zweiten

Uauptebene und schneidet die Axe im zweiten Hauptpunkte.

Rückt der leuchtende Punkt über den ersten Hauptpunkt

hinaus, wird er also ein virtueller, so hat man im Punkte Q'

(Fig. 10) z. B. Q'C ^ a -\- Ä nach unten bin senkrecht zur Axe

zu ziehen, da dann auch a negativ wird, unsere Gleichung für

F also wird

f : F — a : — [a + A).

Da dann, eben weil auch a negativ wird, die Neigung von
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eil wieder die entgegengesetzte ist, so fallt auch D' wieder hinter

die zweite llauptehene, um, wenn — « his unendlich wächst, his

zum zweiten Ilaupthrennpunkt vorzurücken; denn erst dann, weiai

— rt gleich unendlich wird, ist das Dreieck k'Q'C' wieder gleich-

schenklig, his dahin muss f <^ F sein.

Ebenso wie für Sammellinsen ergibt uns diese Construction

die Lage der Brennpunkte für die zweite Gattung von Linsen, für

Zerstreuungslinsen. ZerstreuungsHnsen sind solche, welche nega-

tive Hauptbrennweiten haben, die also parallel mit der Axe ein-

fallende Strahlen so brechen, dass sie nach der Brechung von

einem vor der Linse liegenden Punkte herzukommen scheinen,

und welche Strahlen, die vor der Brechung nach einem hinter

der Linse liegenden Punkte convergiren, zur Axe parallel brechen.

Eine solche Linse würde z. B. eine biconcave Glaslinse sein, vor

der Luft und hinter der Wasser wäre. Für die zweite Haupt-

brennweite hatten wir nämlich vorhin

n — 1 1
,

n — 1 1 _{^—l)(n— l rfj

F In' o
^

Q nii r Hfl rQJ

Setzen wir nun bei einer solchen Linse voraus, die Radien

beider Flächen seien gleich, so ist der Badius der ersten Fläche

negativ zu setzen, da diese dem ankommenden Lichte ihre con-

cave Seite zuwendet, während der Radius der zweiten Fläche

positiv zu setzen ist. Demnach wird

1 ^ n — 1
_
1 _ n—1 1 {n'~- 1) (n — 1) d

F n r nn r nn r^*

Nehmen wir nun die Dicke der Linse gleich 0,1 r und setzen

für n und n die Glas und Wasser entsprechenden Werthe ein,

so wird

^ = '/«-^ i _ .

i
. (V„ 1) (V,

-
1) 0,1

l = _i__iL.^ L -_ 24
F 8r 8r 24r' ^ ~ ~ 13

"

Daraus ergibt sich für Ä

nn ~ 4 ~ ~ 13 '

Beide flauptbrennweiten sind also negativ ^ das ist, wie man
sieht, immer der Fall, wenn n > 1 > n' und r negativ, p po-
sitiv oder unendlich oder negativ und grösser als r ist.
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[ii unserer allgemeinen Gieicliniig für:

a F
A

sind dann die VVerllie von F nnd A niil dem negativen Vorzei-

chen versehen; hezeichnen wir diese WerLhe mit F^ und //, , so isl

/i = — Ji ; F = — F^

iMid damit wird

oder in Form der Proportion gescln-ieben

f : — F^ = a : a -\- A^.

Üie Construction, welche sich hieraus ergibt, stimmt mit der

vorigen ganz iiberein, mu' dass man die zweite llauptbrennweite

in der zweiten llaui)tebene nicht nach oben, sondern nach unten

hin aultragen und im leuchtenden Punkte jetzt a + senkrecht

zur Axe ziehen inuss. Ist also Fig. 11 LL eine Linse von oben

Fig. 11.

angeMonnnc.er Ueschalleubeil, deren Hauptpunkte in h' und h"

liegen, deren zweiter Ilauptbrennpunkt in F, deren erster m A
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sich bcfiiulet, so hiiL man im Jeuchtendcii PimliLc Q dio Senkreclile

QC = Qh' + h'Ä zu errichten, C mit h' zu verbinden, l'ei-ncr

h"//" = h"F in der zweiten Ilauptebene nach unten -aulzutragen

und H"I) mit Ch' parallel zu ziehen. Der Punkt D, in welchem

die Axe getroücn Avird, ist dann der Brennpunkt von Q. Wie

man sieht, ist der Brennpunkt ein virtueller, so lange der leuch-

tende Punkt um mehr als den Abstand der beiden Hauptpunkte

vor dem ersten Hauptpunkte liegt. Rückt der leuchtende Punkt

in unendliche Entfernung, so wird das Dreieck h'QC gleichschenk-

lig, deshalb auch das Dreieck Dli'ff", der Punkt D fällt also in

den zweiten Hauptbrennpunkt. Während dann der leuchtende

Punkt aus unendlicher Entfernung bis h' sich dem ersten Haupt-

punkte nähert, wird die Neigung von Ch' immer stärker, bis wenn

Q in Ii fällt, Ch' senkrecht zur Axe wird. Der Punkt D rückt

daher der Linse immer näher, bis er in den zweiten Hauptpunkt

fällt, wenn Q im ersten liegt.

Wird der leuchtende Punkt ein virtueller, rückt er also in

, das lieisst, convergiren die Strahlen nach einem hinter der

Linse liegenden Punkte, so wird a negativ, unsere Proportion für

f wird also

f : ~ = ~ a : — a = — a : Ay — a.

Wir haben dann in die Linie ^, C'j = A^ — a senkrecht

nach oben zu ziehen und II" mit C^h' parallel zu ziehen. Da
C, jetzt an der andern Seite der Linse, und so lauge A^ > «

nach oberhalb der Axe liegt, so ist die Neigung der Linie C^li

entgegengesetzt der Neigung der früheren Cli \ die Gerade //"i?,

schneidet daher die Axe hinter der Linse, der Brennpunkt wird
ein reeller. Er entfernt sich immer weiter von der Linse, bis
wenn in A fällt, also A^ — a gleich Null ist, auch Cm A,
also 67/ in die Axe fällt. Dann wird also auch H"Dy der Axe
parallel, der Breimpunkt rückt in unendliche Entfernung. Ent-
fernt sich nun £), noch weiter von der Linse, so dass also « > ^
wird, so wird die Ditfercnz A, — « negativ. Dann muss diesi
Dilferenz von der Axe aus senkrecht nach unten gezogen werden
wie in die Senkrechte Q,C., = Q.^A = QJi _ Ah' Da-
durch wird die Neigung von C.,h' gegen die Axe wieder die frü-
here, wie wenn Q vor der Linse" liegt, somit schneidet die mit
CJi parallele //'i), die Axe wieder vor der Linse in D., der
Brennpunkt wird also wieder ein virtueller. Bückt dann ö'

von
Ä bis n. unendliche Entfernung, so rückt aus unendlicher
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EiiLlcruuiig bis in F. Denn je weiter Q,, sich von der Linse ent-
lei-nt, um so mehr nähert sich das Dreieck h'Q^C^ einem gleich-
schenkHgen, es wird gleichschenklig, wenn sowohl h'Q^ als auch
0.,C., unendlich werden. Dieselben Aenderungen erfährt aber das
Dreieck R^h"B", deshalb nähert sich dem Punkte F um so

mehr, je weiter rückt, um in F zu fallen, wenn unendlich
weit entfernt wird, die Strahlen also parallel auf die Linse fallen.

Diese Construction lässt somit in allen Fällen den Bildpunkt
eines gegebenen, auf derAxe liegenden leuchtenden Punktes auf-

finden, wenn die beiden Hauptbrennweiten bekannt sind und der

Abstand des leuchtenden Punktes .gegeben ist. Zugleich setzt sie

uns auch in den Stand, die Aenderungen in der Lage des ßild-

punktes sofort zu übersehen, wenn der leuchtende Punkt seine

Lage ändert.

Ebenso können wir auch wenigstens einige der vorhin in

§. 3 gegebenen Constructionen für die Bilder von ausser derAxe
liegenden leuchtenden Punkten oder ausgedehnten Objecten an-

wenden, wenn wir die Hauptbrennvveiten kennen. Denn zunächst

haben wir nachgewiesen, dass der Bildpunkt eines ausser der Axe

liegenden Punktes in einer zur Axe senkrechten Ebene liegt,

welche die Axe in dem Brennpunkte des Punktes schneidet, wel-

cher der Fusspunkt der von dem leuchtenden Punkte auf die Axe

herabgelassenen Senkrechten ist. Wir haben daher, um das Bild

des Punktes durch den Abstand desselben von der Axe vollständig

zu bestimmen, nur noch den Durchschnittspunkt eines Strahles

und der eben angeführten Ebene zu bestimmen. Dazu gelangen

wir mit Hülfe der ersten oder zweiten Hauptbrennweite, indem

wir wissen, dass jeder im ersten Mittel mit der Axe parallele

Strahl nach sämmtlichen Brechungen durch den zweiten Haupt-

prennpunkt und jeder durch den ersten Hauptbrennpunkt gehende

Strahl nach der Brechung mit der Axe parallel ist.

Sei nun, um diese Construction durchzuführen, (j, Fig. 12,

ein ausser der Axe liegender leuchtender Punkt, oder qQ eine

zur Axe senkrechte, im Abstände Qh' vor dem ersten Hauptpunkte

der Linse befindliche Linse. Vor der Linse sei Luft, hinter ihr

ein tmderes Mittel, H'B', H"H" seien die Hauptebenen, Ä der erste,

F der zweite Hauptbrennpunkt der Linie. Um nun das Bild von

'

Qq zu erhalten, können wir zunächst nach der im Vorigen ent-

wickelten Construction den Bildpunkt D des Punktes Q erhalten

und in D eine zur Axe senkrechte Ebene legen; wir ziehen dann
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Vlsr. 12.

Till

von q aus die Linie qb parallel mit der Axe, der zu qb gehö-

rige gebrochene Strahl muss nach der Brechung durch F gehen,

OS bedarf daher, um seine Richtung und den Punkt d zu heslim-

men, in \velchem er die durch I) gelegte Ebene schneidel, nur

noch eines zweiten Punktes, der ebenfalls zu dem gebrochenen

Strahl gehört. Denselben erlialten wir durch die Eigenschaft der

Hauptebene, dass ein Strahl, der im ersten Mittel nach einem

Punkte der ersten Hauplehene sich bewegt, nach seiner Brechung

im letzten Mittel von einem genau so gelegenen Punkte der zwei-

ten Hauptebene herkommen muss. Diese Eigenschaft ergibt sich

aus dem Salze, dass das Bild eines in der ersten Hauptebene

gelegenen Punktes in der zweiten Hauptehene an derselben Seite

und ebenso weit von der Axe liegen muss. Wir können nämlich

den durch den Piuikt c gehenden Strahl als von dem Punkte b

ausgehend betrachten, dann muss aber der zu qb gehörige ge-

hrochene Strahl von dem Bilde des Punktes b in der zweiten

Hauplehene ausgehen. Das Bild von b ist der Punkt c, den wir

erhalten, wenn wir von b eine Senkrechte auf die zweite Haupt-

ebene ziehen. Demnach ist cF^Qlex zu qb gehörige gebrochene

Strahl und der Punkt d, wo dieser Strahl die durch J) gelegte

Ebene schneidet, ist das Bild von q oder dl) das Bild von qQ.

Dass in der That der Absland Bd der durch unsere Gieichun"

f
n n a

geforderte ist, lässt sich leicht zeigen. Entwickeln wir nämlich
aus der (lleichung

1

1

1

F n n a
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den Werlh von -V, so wird ziinäclisl
71 n a

^
??n'rt . F

nn'a — F
und weiloi'

fnji a — fF = nn a F
nn'a [f— F) = f . F '

F V 71 a

Setzen wir diesen Werlli in die Gleicluing für ?/ ein, so wird

Y F
'

In unserer Conslrucliou ist iiljer

dD : ch" = BF: Fh";

(ID ist nun gleich — ij , ch" = bh' = cjQ M Y, ferner

ÜF = Dh" — h"F ist f— F und seliliesslicli ist Fh" gleich F.

Somit wird die Proportiou

— y: Y = f — F : F
dieselbe, welche sich aus der Gleichung ergibt.

Anstatt des mit der Ilauptaxe parallelen Strahles (/b kann

man zu dieser Construction auch den durch den ersten Jlaupl-

brennpunkt A gehenden Strahl benutzen, da man weiss, dass der-

selbe nach der Brechung der Axe parallel wird. Man hat nur

q mit A zu verbinden und cjA zu vei'längern, bis die Linie in g

die erste Ilauptebene trilTt, bat dann in der zweiten Hauptebene

h"e gleich h'g zu machen uud durch e eine Parallele zur Axe zu

legen, der Punkt d, in welchem diese Parallele die dur^h ge-

legte Ebene trifft, is't dann das Bild von q.

Dass auch hier der Abstand dB der durch unsere Gleichung

•verlangte ist, ergibt sich in folgender Weise. Setzeu wir in unsere

Gleichung

Y 7m a

F
für /"seinen Werth ein und beachten, dass — = A, so wühI

tj riF A
Y » 11 a (a — A) a — A
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In unserer Conslruction Fig. 12 ist ;ii)or

k'y :qQ = Ali: A(J\

darin ist h'g = cW = — y; = Y, = ^0 = '^'0

— AQ = rt — A^ somit

— y ; Y = A : a — A,

wie CS unsere Gleicliung verlangt.

Pass man mm auch, olnie voriier den Punkt D zu bestim-

men, lediglicli durcli die Iteiden Slralden qb und qg den Hrenn-

punivt D bestimmen kann, bedarf avoIiI kaum der Erwähnung.

§. 7.

Eiiifüliruug der Kiioteiipimkte. Die in §. 3 zuerst be-

sprochene Construction für die Bilder von ausser der Axe lie-

genden leuchtenden Punkten oder ausgedehnten Objecten, die Con-

struction mit Hülfe der Nebenaxe lässt sich mit Hülfe der bisher

gewonnenen Resultate nicht ausführen, da wir bei einem Systeme

von brechenden Flächen nicht solche Nebenaxen haben, auf denen

das Bild liegen muss, wie bei einer brechenden Fläche. Es ist

jedoch in jedem gebrochenen Strahlenbündel ein Strahl vorhan-

den, welcher einem Strahle des einfallenden Strahlenbündels, pa-

rallel ist. Könnten wir deshalb die Lage dieser Strahlen bestim-

men, so Hess sich mit Hülfe derselben eine jener einfachen

Construction mit den Nebenaxen bei einer brechenden Fläche

ä Im I ich e du rchführen

.

Die Lage dieser Strahlen lässt sich nun bestimmen, indem

wir die Punkte der Axe aufsuchen, in welchen dieselbe von jenen

einander parallelen Strahlen geschnitten werden. Es gibt nämlich

in jedem System brechender Flächen zwei auf der Axe liegende

Punkte, welche so beschan'cn sind, dass ein im ersten Mittel nach

dem einen derselben sich hinbewegender Strahl nach seiner Bre-

chung im letzten Mittel entweder wirklich oder passend verlängert

durch den zweiten dieser Punkte geht, und dass der gebrochene

Strahl dem einfallenden Strahle parallel ist. Diese Punkte, welche

Listing in die Dioptrik eingeführt hat, heissen die Knotenpunkte.

Ein im ersten Mittel nach dem ersten Knotenpunkte gehender
Strahl geht im letzten Mittel durch den zweiten Knotenpunkt und
ist dem einfallenden Strahle parallel. Die Lage der Punkte hängt
nur ab von der Beschaffenheit der brechenden Flächen und den
Brechungsexponenten der verschiedenen Mittel; zur Bestimmung
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derselben haben \vir nur die durcli die Definition gegebenen
Eigenschaften in unseren Gleiciiungen auszudrücken.

Da jeder im ersten Mittel nach dem ersten Knotenpunkte
gehende Strahl nach der Brechung durcli den zweiten Knoten-
punkt geht, so folgt, dass der zweite Knotenpunkt das Bild des
ersten ist, das heisst, dass wenn im ersten Knotenpunkte ein

leuchtender Punkt sich befinden würde, sein Bild im zweiten

Knotenpunkte liegt. Bezeichnen wir daher den Absland des

ersten Knotenpunktes vom ersten Hauptpunkte mit k', den Ab-
stand des zweiten Knotenpunktes vom zweiten Hauptpunkte mit

h", so muss zwischen k' und k" dieselbe Beziehung bestehen,

wie zwischen dem Abstände eines leuchtenden Punktes von der

ersten und seines Brennpunktes von der zweiten Hauptebene,

oder es muss

k" F "
7l7lk'

^"-1

worin wie früher F die zweite Hauptbrennweite bedeutet.

Die zweite Gleichung zur Bestimmung der beiden Unbekann-

ten // und //' erhalten wir aus der Bedingung, dass die durch

die beiden Knotenpunkte gehenden Strahlen parallel sein sollen.

Ist demnach IC^, Fig. 13, der erste, Jv^ der zweite Knotenpunkt,

Fig. 13.

q ein leuchtender Punkt, d sein Brennpunkt, so sind nach der

Definition die Linien qlC^ und X^d einander parallel. Daraus

folgt dann', dass die beiden Dreiecke qQ^^ und dJDIi., einander

ähnlich sind, und daraus, dass sich verhält

Qq : QT{^ = dD : DK^ .

Bezeichnen vAv nun wie früher Qq mit F, dB mit —

s

können wii- obige Pi'0])ortion auch schreiben
,
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y __ K^D
Y K,Q

Ist nun K der erste, A" der zweite Hauptpunkt, so ist

Ä'Ä', = k', li'K^_ = k", ferner ist Qh' = a, h"J) ~ f, demnacli

QK^ = a — k', KJ) = f — k",

worin zum Versfändniss des negativen Vorzeichens von // zu be-

achten ist, dass, wenn wie in Fig. 13 K^ hinter dem ersten

Hauptpunl^tc liegt, der Werth von k' negativ, also — // positiv

ist. Setzen wir nun diese Werthe in unsere Gleichung zwischen

tj und Y ein, so wird

Y a — k''

Andererseits haben wir zwischen y und Y die Gleichung

- - = -4
Y nn'a

und deshalb als zweite Gleichung zwischen k' und k"

^-^;=4- ....
a — k nna ^

'

Aus der Gleichung (1) erhalten wir nun für k"

,„ nn Fk!
k = -

—

—
nn k — F

Setzen wir diesen Werth in die Gleichung (2), nachdem wir
ihr die Form gegeben haben:

f - k" ^ fJ^^
nn a

so wird

f -
nn'Fk' _ f [a~ k')

nn'k'—F nn'a

Schaffen wir in dieser Gleichung die Nenner foi-t, indem wir
mit a [nnk' — F) multipUciren, so wird

fa {nn'k'-F) -nnaFk' _ f^^-k') [k'~A).

Dividiren wir die Gleichung durch f

a {nnk ~ F) - . // (// _
Wir können nun einsetzen

y. nnaF nn' a F

Wullnci-, Dioplrik des Aug-es, ^
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und damit wird

a [nnlc — F) — [nn a — F) k' = {a ~ k') (Ar' — A)

oder indem wir die Multiplikation auf der linken Seite ausführen
und abziehen

k'F — aF = [a — k') {k' — Ä) = ak' - k'
k' — aA ^ k'A

und schliesslich, indem wir die a enthaltenden Glieder auf die

eine Seite bringen und a und k' herausschreiben

k' [F — A + k') =. a [F — A \- k').

Diese Gleichung hat zwei Lösungen, sie wird nämlich erfüllt

erstens, wenn wir setzen

k' = a;

zweitens aber, welches auch der Werth von a sein mag, dadurch,

dass wir die Coefficienten von a oder k' gleich 0 setzen, also

durch

F — A -\- k' = Q

k' =^ A — F.

Diesen beiden entsprechen auch zwei Lösungen, w^enn wir

mit Hülfe dieser Werthe aus der Gleichung (1) oder (2) den Werth

von Ic' ableiten. Dem ersten Werthe k' gleich a, also dem Ab-

stände des leuchtenden Punktes, entspricht natürlich der Werth

= f,

also der Abstand des Bildpunktes. Dem zweiten von a unab-

hängigen Werthe von k' entspricht auch ein von a und f unab-

hängiger Werth von k" . Schreiben wir die Gleichung (2)

" — k'-A
und setzen den zweiten Werth von k' ein, so wird

r ^ ^ - ^ = - (A - F) = F - A.
A — F — A ^

'

Diese je zwei Werthe bestimmen die ersten für den einfal-

lenden, die letzteren für den gebrochenen Strahl für jeden zwei

Punkte, durch welche die Strahlen gehen müssen, damit sie ein-

ander parallel werden. Der eine der Punkte im einfallenden

Strahle ist selbstverständlich der leuchtende Punkt selbst; er ist

gegeben durch die erste der beiden Lösungen k' = a; der eine

der Punkte im gebrochenen Strahle ist ebenso selbstverständlich

das Bild des leuchtenden Punktes, er ist in der ersten der beiden
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Lösungen für den zweiten Hauptpunkt gegeben //' = f. Der

zweite Punkt des einfallenden Strahles ist durch die Lösung

Je' = A — F

gegeben, es ist also ein bestimmter Punkt auf der Axc des Systems,

dessen Abstand vom ersten Hauptpunkte gleich ist der DifTerenz

der ersten und zweiten Ilauptbrennweite. Ebenso ist der zweite

Punkt des gebrochenen Strahles ein bestimmter Punkt der Axe,

welcher um

k" ^ F — Ä

also um die Differenz der zweiten und ersten Hauptbrennweite

hinter dem zweiten Hauptpunkte liegt.

Diese Punkte sind also immer dieselben, ihre Lage ist nicht

abhängig von der Lage des leuchtenden Punktes, sondern nur

von der Beschaffenheit der brechenden Flächen und den Bre-

chungsexponenten der verschiedenen Mittel. Diese beiden Punkte

sind also die beiden Knotenpunkte, und da die Ausdrücke, welche

die Abslände derselben von den Hauptpunkten liefern, nur eine

Lösung gestatten, so folgt, dass es für jedes System von zwei

brechenden Flächen nur ein Paar solcher Knotenpunkte gibt.

Da der Abstand des ersten Knotenpunktes vom ersten Haupt-

punkte gleich ist der Diflerenz zwischen der ersten und zweiten

Hauplbrennweite, so liegt der erste Knotenpunkt um die zweite

Hauptbrennweite hinter dem ersten Hauptbrennpunkt. Der Ab-

stand des zweiten Knotenpunktes vom zweiten Hauptpunkte ist

gleich der Differenz der zweiten und ersten Hauptbrennweite; der

zweite Knotenpunkt liegt also um die erste Hauptbrennweite vor

dem zweiten Hauptbrennpunkte. Da schliesslich der Abstand der

beiden Hauptbrennpunkte gleich ist der Summe der beiden Haupt-

brennweiten und des Abstandes der beiden Hauptpunkte, so folgt,

dass der Abstand der beiden Knotenpunkte gleich ist dem Abslande

der beiden Hauptpunkte.

Wie man nun mit Hülfe der Knotenpunkte das Bild eines

leuchtenden Objectes findet, zeigt Fig. 13 unmittelbar, man ver-

bindet den leuchtenden Punkt q mit dem ersten Knotenpunkte,

zieht durch den zweiten Knotenpunkt eine Parallele mit dieser

Verbindungslinie und verlängert dieselbe, bis sie in d die durch
D gelegte Ebene oder den durch den zweiten Hauptbrennpunkt
gehenden Strahl schneidet. Der Punkt d ist dann der Bildpunkt

von q oder dD das Bild von qQ.

4*
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Durch Einführung der Knolenpunkte hahen wir die sämmt-
lichen Cardinalpunktß eines optischen Systems abgeleitet, es sind
deren drei Paare, die Hauptbrennpunkle, Hauptpunkte und
und Knotenpunkte. Durch diese Punkte ist das optische System
vollständig bestimmt, so dass zwei Systeme, deren Cardinalpunkte
dieselben sind, mit einander identisch gleich sind. Ausreichend
bestimmt ist das optische System schon durch die Hauptbrenn-
punkte und Hauptpunkte, da aus diesen sich die Knotenpunkte
schon ergeben. Es genügt daher, um den Gang der Liclit-

strahlen durch ein beliebiges System kennen zu lernen, die

Hauptbrennpunkte und Hauptpunkte zu bestimmen.

§. 8.

Brechung- des Lichtes in einem centrirten System
belieMg vieler kugelförmiger Flächen. Die Gesetze der

Lichtbrechung in einem centrirten Systeme von zwei kugelförmi-

gen brechenden Flächen sind in den vorigen Paragraphen voll-

ständig erhalten, da wir mit Hülfe der Cardinalpunkte des Systems

den Gang jedes Strahles ableiten oder das Bild jedes leuchtenden

Objectes auffinden können.. Unser Auge besteht aber aus einer

grössern Anzahl von brechenden Flächen, um daher den Gang
der Lichtstrahlen im Auge übersehen zu können, müssen wir die

Brechung des Lichtes in aus mehrfachen Fläclum zusammen-

gesetzten Systemen untersuchen.

Wie bereits im §. 3 erwähnt wurde, können wir dazu einen

doppelten Weg einschlagen; wir können, wie wir aus den Ge-

setzen der Brechung in einer kugelförmigen P'läche diejenigen in

einem Systeme von zwei Flächen ableiteten, mit Hülfe der im

Vorigen erhaltenen Resultate auf drei, dann auf vier Flächen und

so fort übergehen. Der Weg würde indess sehr mühsam sein und

zu sehr complicirten Formeln führen. Bequemer ist es, wenn

wir die in den letzten Paragraphen für ein System aus zwei bre-

chenden Flächen erhaltenen Resultate benutzen, und bei mehr

als zwei brechenden Flächen zunächst je zwei als ein System zu-

sammenfassen, für dieses die Brennpunkte und Hauptpunkte be-

stimmen und dann die Brennpunkte und Hauptpunkte des ganzen

Systems ableiten. Hat man mehr als vier brechende Flächen, so

fasst man dann die ersten vier Flächen als ein System zusammen,

und so succesiv weiter. Es. wird für die Zwecke dieser Einlei-

tung genügen, wenn wir die Rechnungen in einem Systeme von
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viel- hroclieiulen Flächen durclifülireii, da sie für eine grössere

Zaiil dieser ganz analog sind.

Seien /¥, l/j, M^, Fig. 14, vier solcher brechender Flächen,

Fig. 14.

der Brechungsexponent des Lichtes bei dem Uebergange aus dem

ersten Mittel in das zweite, also bei dem Durchtritte desselben

durch die Fläche M sei n, beim Uebergange in das dritte Mittel

sei rl, in das vierte n und in das letzte n" . Wir betrachten

nun die beiden Flächen M und il/j als das erste, M.^ und Tf/g als

das zweite System. Die Hauptpunkte des ersten Systems seien

iTj und H^, die des zweiten Systems H^' und ferner sei

die erste Ilauptbrennweite des ersten Systems , des zweiten

Systems Ar^, die zweite Hauptbrennweite des ersten Systems sei

F^, des zweiten Systems F^. Befindet sich nun im Abstände

vor dem ersten Hauptpunkte des ersten Systems ein leuchtendes

Object qQ, so entwirft das erste System von demselben ein Bild,

^
dessen Abstand /j vom zweiten Hauptpunkte dieses Systems ge-

geben ist durch die Gleichung

n n F
^

a^F^

nn «j — F^ — A^

dessen Grösse gegeben ist durch

2/1 r=- ^1

n n «, —
Dieses Bild, es sei d^D^, ist nun das leuchtende Object für

das zweite System. Ist sein Abstand vom ersten Hauptpunkte
des zweiten Systems a^, so entwirft das zweite System von dem-
selben ein Bild, dessen Abstand vom zweiten Hauptpunkte des-
selben gegeben ist durch

ff rrf -r~r ^
f

n^n a^F^ a., F<^

n 71 «2— F., «2 — ^'1

und dessen Grösse = d^D, gegeben ist durch
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y-l
= ttÄ— Vi

—
• Vin n «2 «2 ~ ^2

und wenn wir den eben gegebenen Werth von j/j einsetzen

Vi
~ — •

^-— • F.
«2,— -^2 — ^1

Nun sei der Abstand des ersten Hauptpunktes des zweiten

Systems vom zweiten Hauptpunkte des ersten Systems gleicli B,

so ist «2 der Abstand des ersten Bildes d^J)^ vom ersten Haupt-

punkte des zweiten Systems

«2 = - (A — ^) = i> - fx,

da auch hier wieder, wenn A < f^, das Bild hinter dem ersten

Hauptpunkte des zweiten Systems hegt, also negativ ist.

Darnach wird also

Cn - - — - . .— -

Setzen wir diesen Werth in den Ausdruck für so wird

_ «1—^1 ^

II —
«1—^1 ^

und indem wir die einzelnen Nenner fortschaffen

_ {«1 [D-F^] - A^} ^2 _ a^F^ {D — Fi) — 1)A^F^

'2 ~^
a^(2>_i^J_j^i?_aj^2+^i^2 " ci^[I)—Fi~A,^)—A^B-\-A^A^

Der Ausdruck für 7/2 ^'^d dann

^2 (i> _ j'jj _ ^^2>

(«1 - I
—

-/

A,A,
^2

(2)_ ir^^ _ — A^D + ^^^2
'

Zur Vereinfachung dieser Ausdrücke suchen wir jetzt die

Hauptpunkte des ganzen Systems und rechnen dann die Abstände

des leuchtenden Objectes von dem ersten des Bildes von dem

zweiten Hauptpunkte.

Die Hauptpunkte erhalten wir wieder durch die aus ihrer

Definition gegebene Eigenschaft, dass der zweite das Bild des

ersten und dass das Bild eines in der ersten Hauptebene Hegen-

den Objectes in der zweiten Hauptebene an derselben Seite der

Axe hegt und ebenso gross ist als das leuchtende Object.
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Die zweite Eigenschaft sagt aus, dass

also dass, wenn h^ der Abstand des ersten Hauptpunktes des

ganzen Systems von dem des ersten ist

[D — F^ — A^) — A^D + Ay4
A^A^ =5 Äi [D — F^ — A^) — AyD + A^A^

und daraus

1 D— F^ — 42

Den Abstand des zweiten Hauptpunktes des ganzen Systems

von dem zweiten Hauptpunkte des zweiten Systems erhalten wir,

wenn wir in der Gleichung für /j den soeben gefundenen Werth

von
/«i

einsetzen

D — F. — A^

[D — F,)F2 — DA^F2

{D-F^~A,)-A,I) + A,A,

und daraus, indem wir Zähler und Nenner mit dem Nenner von

multiphciren

^ A.BF, [D— F,) — A.DF^ [D - F,) + DA, F^A,
2 A,A,{1)-F,-A,)

_ PF,

Es tritt also an die Stelle der ersten Hauptbrennweite des

ersten Systems in dem Ausdrucke für den ersten Hauptpunkt,

die zweite Hauptbrennweite des zweiten Systems in den Ausdruck

für den zweiten Hauptpunkt, im Uebrigen sind die Ausdrücke
ganz gleich.

Um nun die Abslände des leuchtenden Objectes von dem
ersten Hauptpunkte an zu rechnen, sei QP, = a, dann ist

DA,= a -\- h, = a B-F.— A,

Es sei ferner der Abstand des Bildes von dem zweiten Haupt-
punkte f>der = f> dann ist

f=^.f,-h,, = f, D— F^—A^
Setzen wir diese Werthe ein, so wird
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woraus sich in der schon mehrfach aneewandten Umformiuiff

ergiht

Bringen wir die Brüche auf der rechten Seite auf gleiche

Benennung und hehen dann die gleichen, aher mit entgegen-

gesetzten Vorzeichen behafteten Glieder gegen einander weg, so

wird

et F,

' a{D— F^ — f}\ + A^ Ä2

oder indem wir das negative Vorzeichen in den Nenner bringen

a{F,-\-F, — I)) — AiA.,

Ebenso vereinfacht sich der Ausdruck für y.,, wenn wir dort

für öj seinen Werth a -\- einsetzen, er wird

„ — _ fli_^2 Y.—
a {F^ F^^—B) — A^ A,

Durch Einführung der Ilaupthrennweiten des Systems lassen

sich diese Ausdrücke noch weiter vereinfachen. Aus der Glei-

chung für f erhalten wir

1 ^ F^ -\- F, — B _ Ai ^2
' / FiF^ A.F^ . F.,

Die zweite Hauptbrennweite F erhalten wir, wenn wir a

gleich unendlich, also das letzte Glied rechts gleich Null setzen

1 _ F^ -f F, — B

F—
,

F,F,
'

die erste Ilauptbrennweitc dagegen A, wenn wir f gleich un-

endlich setzen, also aus der Gleichung

F A . F, F^' F, ^2

Beachten wir nun, dass

F^ =3 nn'A^, F., = n"n"Ar^,

so sieht man, dass hier wieder dieselbe Beziehung wie früher

besteht
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t n III A

F = nnn n A.

Mit Beriicksichligiiiig dieser Werlhe erhalten wir nun für f

die einliichen Gleichungen

1 __ 1 _ A^ ^2 1 _ ^

f
^ F a . F2 F nnn"n"a

oder indem wir auf beiden Seiten mit F multipliciren

F _ F.A^ A^ ^ i _ d
/• ^ a.F^ F^

oder schliessUch
aF

f==

a

a — A

und für

2/2= 7-77-777— • -I ~
A

^'

Wir erhalten also auch hier wieder dieselbe Beziehung zwi-

schen den Abständen der leuchtenden Objecte, ihrer Bilder und

den Hauptbrennweiten w'ie früher, so dass man also auch hier

wieder nur die Hauptpunkte und die Hauptbrennweiten zu be-

stimmen hat, um den Gang der Lichtstrahlen durch das compli-

cirtere System zu bestimmen. Es bedarf wohl kaum der Er-

wähnung, dass wenn wir nur drei brechende Flächen haben, z. B.

die Flächen M und zusammenfallen, dasselbe gilt; es bedeüten

dann und F^ eben nur die Brennweiten der einen Fläche,

und die Hauptpunkte des ersten Systems fallen in den Scheitel

derselben; D ist dann der Abstand des ersten Hauptpunktes des

zweiten Systems vom Scheitel dieser Fläche.

Dass dieselbe Beziehung, welche wir hier für vier brechende

Flächen nachgewiesen haben, auch für unendlich viele gilt, das

ergibt sich ohne Weiteres hieraus, wenn man erwägt, dass man
nach Bestimmung der Hauptpunkte und Hauptbrennweiten von je

vier Flächen, diese als ein System zusammenfassen und dann für

acht Flächen dieselben Rechnungen durchführen kann, wie hier

für vier und so fort für beliebig viele. Auch die Lage der

Hauptpunkte und die Werthe der Hauptbrennweiten werden durch
ganz ähnliche Gleichungen gegeben, da die Form der Gleichungen,

aus denen sich jene ergeben, immer dieselbe bleibt.

Dasselbe gilt für die Bestimmung der Knotenpunkte; wenn
wir hier ganz genau dieselben Rechnungen durchführen, so er-
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hallen wir ebenso wie bei einem System von zwei brechenden
Flächen

k' ^ A — F\ k" = F ~ A.

Der erste Knotenpunkt liegt um die zweite Hauptbrennweite
hinter der ersten, der zweite Knotenpunkt um die erste Haupt-
brennweite vor dem zweiten Ilauptbrennpunkte. Da nun das

System der Gleichungen, aus denen sich die Lage der Knoten-
punkte ergibt, auch für beliebig viele brechende Flächen dasselbe

bleibt, so bleiben auch jene Beziehungen für k' und k" dieselben.

Durch die Bestimmung der Hauptpunkte und Hauptbrennpunkte
ist also der Gang der Lichtstrahlen durch ein beliebiges System
vollständig gegeben.

§. 9.

Chromatische Abweichung hei Linsen. Bei unseren

bisherigen Entwickelungen über den Gang der Lichtstrahlen durch

brechende Flächen und dem Nachweise, dass die von einem leuch-

tenden Objecto ausgehenden Strahlen sich in einem dem Objecte

ähnlichen Bilde vereinigen, haben wir ausdrücklich nur die eine

Einschränkung gemacht, dass die Ausdehnung der einzelnen Flä-

chen so klein sei, dass wir sämmtliche dieselben treffenden Strah-

len als Centralstrahlen ansehen können. Diese Beschränkung ist

jedoch nicht die einzige, welche wir in der That gemacht haben,

wir haben vielmehr stillschweigend noch die Voraussetzung ge-

macht, dass die leuchtenden Objecte nur einfarbiges Licht aus-

senden; diese Voraussetzung hegt darin, dass wir für jede bre-

chende Fläche nur einen Brechungsexponenten angenommen

haben.

Die Brechbarkeit des verschieden gefärbten Lichtes ist näm-

lich verschieden, somit haben auch die Brechungsexponenten der

verschiedenen Lichtarten verschiedene Werthe. Da nun in unsern

Gleichungen für die Lage der Bilder die Brechungsexponenten

der verschiedenen Medien vorkommen, so folgt, dass je nach

der Art des Lichtes, welches die leuchtenden Objecte aussenden,

der Abstand des Bildes vom zweiten Hauptpunkte verschiedene

Werthe annimmt. Betrachten wir, um diese Abhängigkeit der

Brennweiten von der Farbe des Lichtes zu übersehen, den ein-

fachsten Fall, eine Glaslinse in der Luft, etwas näher. Für die

Lage des Bildes in diesem Falle liabcn wir die Gleichung
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Wenn nun das Licht aus der Linse wieder in die Luft über-

tritt, ist fi = -, somit nn' = 1. Dadurch wird
n

1 _ 1 _ 1

f
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Da das letzte Glied in der Klammer immer nur einen kleinen

Werth hat, so sieht man, dass je grösser n ist, um so kleiner

die Hauptbrennvveite ist, und dass sie fast in demselben Verhält-

niss abnimmt, wie der Werth von n zunimmt. Wenn deshalb

ein leuchtendes Object nicht einfarbiges, sondern aus mehreren

Farben zusammengesetztes Licht aussendet, so hat es nicht nur

ein, sondern mehrere hinter einander liegende Bilder. Bekannt-

lich ist nun das Licht, welches die leuchtenden Objecte aussenden,

fast immer zusammengesetzt, und um so mehr, je mehr das aus-

gesandte Licht dem Weissen sich nähert; das weisse Licht selbst

enthält Licht aller Brechbarkeiten. Je nach dem Dispersions-

vermögen der verschiedenen Medien sind die Unterschiede der

Brechungsexponenten der verschiedenen Farben verschieden, für

sämmtliche Mittel nimmt aber die Differenz (n — 1) vom rotben

zum violetten Ende des Spectrums zu, so dass sie für roth am
kleinsten, für violett am grössten ist, und für die dazwischen

liegenden Farben Werthe hat, welche zwischen jenen Grenzen

liegen. Daraus ergibt sich, dass jede Sammellinse und jede Com-
bination von Sammelhnsen von einem leuchtenden Objecte, welches

weisses Licht aussendet, eine Reihe verschieden gefärbter Bilder

entwerfen muss, von denen das violette dem zweiten Hauptpunkte

und somit den brechenden Flächen am nächsten liegt, während
das rothe am weitesten entfernt ist. Der Unterschied der Brenn-
weiten ist jedoch immer nur klein, und deshalb sind dort, wo
die Strahlen irgend einer Bi-eclibarkcit ihren Brennpunkt haben,
die übrigen Strahlen ihrem Brennpunkte und somit ihrer grössten

Helligkeit ziemlich nahe; da nun aber diese Strahlen den Brenn-

1^

F
1 (n— 1) d-
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pulikt der crsleni in Kreisen umgeben, so folgt, dass uir an
Stelle eines Brennpunktes einen kleinen hellen Kreis erhalten.
Da aber das Bild eines leuchtenden Objectes dadurch entsteht,
dass die Brennpunkte der einzelnen leuchtenden Punkte sich ähn-
lich wie im Objecte zusammengruppiren, so werden die Bilder
dadurch undeutlich, dass die Bilder der einzelnen Punkte über
einander greifen. Die Folge dieser chromatischen Abweichung
der Strahlen ist somit die, dass die von einem System brechender
Flächen entworfenen Bilder undeutlich werden.

In einem System von brechenden Flächen, von denen je

zwei in der vorher besprochenen Weise zusammengefasst als

Sammellinse wirken, kann diese chromatische Abweichung niemals

vermieden werden, es summiren sich vielmehr die Abweichungen
der einzelnen Linsen. Dieselbe kann vielmehr nur dann auf-

gehoben oder wenigstens stark vermindert werden, wenn bei pas-

sender Wahl der brechenden Medien wenigstens ein System der

ganzen Combination als Zerstreuungslinse wirkt. Welche Be-

dingungen dabei erfüllt sein müssen, das abzuleiten würde uns

zu weit führen.*)

§. 10.

Die breclienden Medien unseres Auges. Der wesent-

lichste Theil der Aufgabe, welche wir uns hier gestellt haben,

ist in dem Vorigen gelöst, da wir dort die Entwicklungen gegeben

haben, welche zum Verständniss des Ganges der Lichtstrahlen im

menschlichen Auge nothwendig sind. Um indess den Zweck dieser

Schrift, das Verständniss der Dioptrik des Auges zu erleichtern,

vollständig zu erreichen, wollen wir die erhaltenen Besultate auf

einige der wichtigsten Punkte aus der Dioptrik des Auges an-

wenden, nämlich die Cardinalpunkte des mittlem normalen Auges

bestimmen und die Entstehung der Bilder im Auge betrachten.

Um die Cardinalpunkte eines optischen Systems zu bestim-

men, muss man die Krümmungsradien der brechenden Flächen,

die Abstände derselben von einander und die Brechungsexponen-

ten der verschiedenen Medien kennen.

Die brechenden Flächen unseres Auges sind die vordere und

hintere Fläche der Hornhaut, deren letztere zugleich die vordere

Man sehe mein Lehrbuch der Physik, Theil II. (Optik) p. 776 flF.
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Fläche der wässerigen Feuchtigkeit ist, die vordere Fläche der

Linse, welche zugleich die hintere Fläche der wässerigen Feuch-

tigkeit ist, und die hintere Fläche der Linse, welche zugleich die

vordere Fläche des Glaskörpers ist. Auf der hintern Fläche des

Glaskörpers ist dann die lichtempfindende Netzhaut ausgebreitet.

Die brechenden Medien sind die Hornhaut, die wässerige Feuch-

tigkeit, die Krystalllinse und der Glaskörper.

Wir beginnen mit der Untersuchung der Hornhautkrümmung.

Die Form der krummen Flächen des menschlichen Auges kann

entweder an frischen todten oder ' an lebenden Augen bestimmt

werden. Erstere Methode ist jedenfalls die becpiemste, da man

etwa an Durchschnitten solcher Augen die betreffenden Dimen-

sionen dircct abmessen kann, an Zuverlässigkeit steht sie jedoch

der letzteren schon um deswillen bedeutend nach, weil wir durch-

aus nicht sicher sein können, dass in dem todten Auge die Ver-

hältnisse noch so sind als im lebenden Auge. Wo man deshalb

die zur Bestimmung des Ganges der Lichtstrahlen erforderlichen

Constanten am lebenden Auge bestimmen kann , ist dieser Weg
jedenfalls vorzuziehen. Derselbe ist deshalb in neuerer Zeit zur

Bestimmung der Hornhautkrümmung ausschliesslich eingescblageii,

indem man die von der vorderen Fläche der Hornhaut durch

Spiegelung entworfenen Bilder dazu benutzt hat.

Die Hornhaut entwirft nämlich wie jede convexe spiegelnde

Fläche von vor ihr befindlichen leuchtenden Objecten ein aufrecht

stehendes virtuelles Bild. Ist nun MN Fig. 15 eine solche spie-

gelnde Fläche, vor welcher in dem Abstände CL = a vom Mittel-

Fig. 15.

K

punkte sich eine zur Axe des Spiegels senkrechte leuchtende
LmieZrbcfindet, so entwirft der Spiegel von dieser ein aufrechtes
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Bild FF", dessen Abstand von dem Mittelpunkte des Spiegels f ge-
geben ist durch die Gleichung*)

^
ar

2a—

r

Für die Grösse dieses Bildes LL' sieht man sofort, da sich
die Linien LC und L C" im Mittelpunkte schneiden, dass sich
dieselbe zur Grösse des Gegenstandes LL" verhält wie der Abstand
des Bildes vom Mittelpunkt zum Abstände des Objectes vom Mittel-
punkte, oder

LL" : FF" = a
2a—

r

Ist nun der Abstand a des leuchtenden Objectes vom Mittel-

punkte so gross, dass wir, ohne einen merklichen Fehler zu be-
gehen, r gegen a vernachlässigen können, so wird

- ar ar r

'
~~ 2a— r

"~ 2ö ~ 2
'

das Bild befindet sich im Halbirungspunkte des Radius und es ist

LL":FF" = «:-,
2

'

Die Grösse des Objectes verhält sich zur Grösse des Bildes

wie der Abstand des Objectes von dem Mittelpunkte des Spiegels

zum halben Radius. Für den Abstand des Objectes vom Mittel-

punkte können wir dann auch ohne einen merkhchen Fehler den

Abstand des leuchtenden Objectes vom Scheitel des Spiegels

setzen.

Kennt man nun die Grösse des leuchtenden Objectes und

die Grösse des Bildes, so kann man aus obiger Gleichung auch

den Radius des Spiegels berechnen; es ist dann

FF"= 2 «
LL"

Es ist leicht zu übersehen, wie man diesen Satz zur Bestim-

mung des Krümmungsradius der Hornhaut benutzen kann, man

hat nur die Grösse des Bildes zu messen, welches die Hornhaut

von einem ziemlich entfernten Objecte von bekannter Grösse ent-

wirft; mit Hülfe der gemessenen Entfernung des Objectes vom

*) Man sehe mein Lehrbuch der Physik, II. Theil (Optik) p. 658.
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Auge berechnet man dann den Krümmungsradius der Hornhaut

aus obiger Gleichung.

Der erste, welcher diesen Weg einschlug, war wohl Kohl-

rausch.*) Wir wollen das Verfahren, welches derselbe anwandte,

um die Grösse der von der vorderen Hornhautfläche entworfenen

Bilder zu bestimmen, nicht ausführlicher besprechen, da dasselbe

keinenfalls die Genauigkeit des später von Helmholtz benutzten

Verfahrens besitzt. Es bestand im Wesentlichen darin, dass der-

selbe in einem Fernrohr die von der Hornhaut entworfenen Bilder

beobachtete und dann später die Grösse derselben auf einem an

die Stelle des Auges gebrachten Maassstabe bestimmte. Er unter-

suchte auf diese Weise 12 Augen und fand als grössten Werth

für den Krümmungsradius der vorderen Hornhautfläche 8,163 Milli-

meter, als kleinsten 7,554 Millimeter und im Mittel 7,870 Mm.
Aus diesen Messungen ergibt sich somit schon, dass die

Krümmung der vorderen Hornhautfläche bei verschiedenen Men-
schen eine ziemUche Verschiedenheit zeigen kann, ein Resultat,

welches die genaueren Messungen von Helmholtz bestätigen.

Helmholtz**) bestimmte die Grösse der von der Vorder-

fläche der Hornhaut entworfenen Bilder direkt mit einem eigens

zu diesem Zwecke construirten, zur Messmig kleiner Grössen sehr

geeigneten Apparate, dem Oph-

thalmometer. Das Princip dieses

Apparates ist einfach folgendes.

Durch eine von ebenen und pa-

rallelen Wänden begrenzte Glas-

platte werden die Lichtstrahlen

nicht aus ihrer Bahn abgelenkt,

aber, wenn die Strahlen nicht

senkrecht auf die Platte auftref-

fen, parallel sich selbst verscho-

ben. Denn ist z. B. ai, Fig. 16,

ein die Platte MNOP unter dem m
Einfallswinkel (p = ail trefl'en-

der Lichtstrahl, so wird derselbe

in der Platte nach der Richtung
ie gebrochen, und zwar so, dass

Fig. 16.

*) Kohlrausch in Okens Isis, Jahrgang 1840, p. 886.
*) Helmholtz in Graf esArchivfürOphthalmologieBd.II. p.3 ff. 1854.
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wenn n der Brecliungscxiionent der Platte und x der Brechungs-
winkel ist, dass

sin 9> s= n . sin a;

ist. Bei e verlässt dann der Strahl die Platte wieder, so dass

ef der austretende Strahl dem eintretenden ai parallel ist. Da
aber der Strahl bei i und e gebrochen ist, so folgt, dass der

austretende Strahl gegen den eintretenden nach der Seite der

ersten Brechung um die Strecke ilc verschoben ist. Die Grösse

dieser Verschiebung hängt ab von der Dicke der Platte, ihrem

Brechungsexponenten und dem Einfallswinkel cp, und lässt sich,

wenn diese Grössen gegeben sind, berechnen. Es ist nämlich

— — sm kei; ik = ie . sin kei.
j e

Der Winkel kei, welchen der gebrochene Strahl in der

Platte mit dem rückwärts verlängerten austretenden Strahl bildet,

ist nach bekannten Sätzen aus der Lehre von den Parallelen

gleich dem Winkel eih, welchen der gebrochene Strahl mit dem

verlängerten einfallenden bildet. Dieser Winkel eih ist aber gleich

dem Winkel 7iil' weniger dem Winkel eil' , von denen der erste,

da es der Winkel ist, welchen der verlängerte einfallende Strahl

mit dem verlängerten Einfallslothe hildet, gleich dem Einfalls-

winkel cp und der zweite der Brechungswinkel x ist. Dem-

nach ist

kei = eih = qo — x

und

ik = sin (gj — x) . ie.

Die Länge ie ergibt sich aus der Dicke der Platte H' gleich

d folgendermassen. Es ist

il'— f=: cos eil = cos X,
ie

somit
il' d

ie = —
cos X . cos X

und setzen wir diesen Werth für ie ein, so wird die Verschie-

bung des Strahles

sin (y — x)
%k = d .

cos X

Der leuclitende Punkt a, von welchem der Strahl ai aus-

seht, wird von einem unterhalb der Platte befindMchen Auge nun
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auf der Verlängerung des Strahles ef also in a gesehen werden,

um dieselhe Grösse aa ^ ik also zur Seile geschoben.

Diesen Satz wendet Helm ho Uz an zur Construction seines

Ophthalmometers. Vor dem Objective eines horizontal aufgestell-

ten Fernrohrs wurden zwei Glasplatten von genau gleicher Dicke

und gleichem Brechungsexponenten unter einander angebracht;

die Ebenen der beiden Platten fielen ganz genau zusammen, so

dass die Ebenen der unteren die Verlängerung der Ebenen der

oberen Platte waren, dieselben waren zunächst senkrecht zur

optischen Axe gestellt und bedeckten jede die Hälfte, beide zu-

zammen also das ganze Objectiv. Sieht man nun durch das Fern-

rohr nach einem entfernten Objecte, so sieht man dasselbe ein-

fach und an seiner wirklichen Stelle, da alle Strahlen die beiden

Glasplatten nahezu senkrecht treffen, also sowohl der Einfalls-

winkel als auch der Brechungswinkel gleich Null ist.

Die beiden Glasplatten waren nun jede an einer vertikalen

Axe befestigt, so dass die Axe der einen die Verlängerung der

anderen war und dass beide die optische Axe des Fernrohrs

schnitten und zu derselben senkrecht waren. Mit Hülfe an den

Axen befindlicher Zahnräder und passend angebrachter Triebe

konnten nun die Axen und mit denselben die Platten gedreht

werden, und zwar die eine Platte in dem einen, die andere in

dem entgegengesetzten Sinne. Von oben gesehen gibt Fig. 17

die Lage der Platten nach einer solchen Drehung schematisch an.

OF ist das Fernrohr, cd die obere, ah die untere Platte, welche
beide vor der Drehung senkrecht zur Axe des Fernrohrs 0

F

stehen. Sind die Platten nun, wie Fig. 17 darstellt, um einen
Winkel cp, die eine nach der einen, die andere nach der ent-

gegengesetzten Seite gedreht, so treffen die Lichtstrahlen, welche
vorher zu beiden Platten senkrecht waren, die Platten jetzt unter
einem Einfallswinkel go. Dieselben werden daher jetzt nach der
Seite verschoben, und zwar so, dass der von a kommende Strahl
durch die obere Platte so gebrochen wird, als wenn er von a'
herkäme, durch die untere Platte, als käme er von a" her. Von
dem betrachteten Punkte a sieht man daher in dem Fernrohre

Fig. 17.

"Will In er, Dioplrik des Aug-es. 5
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jolzt zwei neben einander liegende Bilder «' inid deren wahrer
Absland sieb ans der bckannicn Dicke und dem Brecliinigsexpo-
nenten dei- Plallc nacb dem vorhin abgeleileLeii Salze berechnen
lässt, wenn man den Winkel 9, um welchen die IMalten gedrehl
sind, kennl. Zur iAIessung desselben tragen die Axen oberhalb
der oberen und unterhalb der unteren Plalle gelheille Kreise,
auf welche feststehende Radien hinzeigen. An diesen liest man
direct den Winkel (p ab. Ist dann x der Brechungswinkel in

beiden Platten, der sich aus der Gleichung

sin 05
sin X = ^

n

ergibt, so haben wir nach obigem Satze für die Verschiebung des

Punktes a nach a"

, sin (cp — x)
aa x= d . —

cos X

und ebenso für die Verschiebung nacb a

, sin (g9 — x)
aa := d .

——
,

cos X

und aus beiden für den Abstand der beiden Doppelbilder

,
, „ , sin {cp — x)

a a = aa -\- aa = 2 d —^

,

cos X

worin wie vorhin d die Dicke jeder der beiden Platten bedeutet.

Befindet sich nun an der Stelle des Punktes a eine zur Axe

aO senkrechte Linie von der Länge a'a" oder eine zur Axe senk-

rechte Fläche von dieser Breite, so entstehen auch von dieser

zwei Bilder, die sich gerade in dem Punkte a berühren. Denn

ist a der Mittelpunkt dieser Linie, so ist in dem einen Doppel-

bilde dieser Mittelpunkt nach a", das vorher in a befindliche

Ende nach a gerückt, in dem zweiten Bilde ist der Mittelpunkt

nach a und das Ende ebenfalls nach a gerückt. Es folgt daraus,

dass, wenn man die durch das Ophthalmometer erzeugten Doppel-

bilder so weit verschiebt, dass die beiden Bilder sich gerade be-

rühren, dass dann die Summe der Verschiebungen genau gleich

ist der wahren Grösse der von dem Ophthalmometer beobachteleji

Fläche oder Linie.

Wie man nun mit Hülfe des Ophthalmometers die Grösse

eines von der vordem Ilornhaulfläche entworfenen Bildes und

damit den Krümmungsradius der Iloridiaut bestimmen kann, er-
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gibt sich hiernach leiclit. Man lässt den Kopf desjenigen, dessen

Auge man beobachten will, mit dem Kinn auf einem Tische auf-

stützen luid mit dem Auge am besten ein helles Fenster ansehen,

auf welchem er einen Punkt fixirt. Man stellt dann das Ophthal-

mometer dem Auge gegenüber und richtet das Fernrohr desselben

so, dass man ein deutliches Bild des von dem Auge entworfenen

Bildes sieht. Man dreht dann die Glasplatten des Ophthalmo-

meters so weit, bis die dann auftretenden Doppelbilder sich ge-

rade berühren nnd berechnet aus dem gemessenen Drehungs-

winkel die Grösse der Verschiebung und somit die Grösse der

Bilder. Aus dieser erhält man dann nach der vorhin gegebenen

Entwicklung die Grösse des Krümmungsradius, indem man den

doppelten Abstand des Objectes vom Auge mit dem Quotienten

aus der Grösse des Bildes und des Objectes dividirt.

Auf diese Weise untersuchte Ilelmholtz drei Augen und

fand den Krümmungsradius der vorderen Hornhautfläche im

Scheitel derselben gleich 7,338 Mm., 7,646 Mm., 8,154 Mm.,

also in den drei untersuchten Augen nicht unmerklich verschie-

den. Ebenso zeigte Helmholtz, dass die Hornhaut nicht eine

Kugelfläche sei, sondern ein Theil eines Eilipsoides, indem er

die an verschiedenen Stellen eines horizontalen Durchschnittes

des Auges entworfenen Bilder beobachtete und fand, dass die aus

dem jedesmaligen Bilde abgeleiteten Krümmungsradien verschie-

dene Werthe hatten. Zur Bestimmung des Ganges der Licht-

strahlen lässt man indess diese Ellipsität ausser Acht und be-

trachtet die vordere Fläche der Hornhaut als Kugelfläche. Der

Radius dieser Fläche ist allerdings für jedes Auge, wenn man ein

.specielles Auge untersuchen will, besonders zu bestimmen. Zur

Berechnung der Cardinalpunkte des mittleren normalen Auges

können wir indess einen mittleren Werth annehmen, derselbe ist

nach den Messungen von Helmholtz und Kohl rausch gleich

7,8 Mm. zu setzen.

Der Krümmungsradius der hinteren Hornhautfläche ist nicht

auf diesem Wege zu bestimmen, da diese Fläche kein Bild ent-

wirft, weil der Brechungsexponent der Hornhautsubstanz fast

geiiau gleich ist dem Brechungsexponenten der wässerigen Feuch-
tigkeit. Das Licht tritt deshalb, ohne eine neue Brechung und
Reflexion zu erleiden, in die wässerige Feuchtigkeit über. Dieser

Umstand vereinfacht die Berechnung des Ganges der Lichtstrahlen

wesentlich, da wir deshalb die Hinterfläche der Hornhaut nicht

5*
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als eine besondere brechende Fläche zu betrachten haben, son-

dern die Rechnung so füln-en können, als wenn die wässerige

Feuchtigkeit bis an die vordere Fläche der Hornhaut sich erstrecke.

Für die Bestimmung des Ganges der Lichtstrahlen im Auge ist

deshalb weder die Kenntniss des Radius der hinteren llornhaut-

fläche noch auch die ihrer Dicke erforderlich.

Die Dicke der Hornhaut ist unter Anderen von Krause

an acht verschiedenen Augen untersucht worden, er (indet aus

direkten Messungen die Dicke in der Mitte der Hornhaut im

Mittel gleich 1,003 Mm., als grössten Werth 1,195, als kleinsten

0,789 Mm. Nach dem Rande zu wird die Hornhaut etwas dicker,

im Mittel ergibt sich aus Krause's Messungen an denselben

acbt Augen 1,212 Mm., als grösster Werth 1,420, als kleinster

1,014. Es ergibt sich daraus, dass der Radius der hinteren

Hornhautfläclie etwas kleiner ist als derjenige der vorderen Fläche,

somit, dass die Hornhaut eine convexconcave Linse ist.

Der Brechungsexponent der Hornhaut ist sehr olt untersucht

worden; das zu dieser Messung sowie zur Messung der Bre-

cbungsexponenten der übrigen Medien des Auges angewandte

Verfahren ist folgendes: man bringt die zu untersuchende Sub-

stanz zwischen eine planparallele Platte von Crownglas und das

Objectiv eines Mikroskops, welches aus nur einer Linse von

Crownglas besteht, und beobachtet dann entweder den Abstand

oder die Grösse des Bildes, welches das so vorgerichtete Mikros-

kop von einem gegebenen Objecte entwirft. Nehmen wir an. es

Fig:. 18.
sei die Grösse des Bildes und Objectes

bestimmt worden, und untersuchen wir,

wie sich daraus der gesuchte Brechungs-

exponent bestimmen lässt.

Das Schema der gemachten An-

ordnung zeigt Fig. 18. Von dem be-

obachteten, in der Luft befindlichen Ob-

jecte qq tritt das Licht zunächst in die

Crownglasplatte PP, aus dieser in das

untersuchende Medium, welches einer-

1^ seits die Platte, andererseits die Linse

berührt, aus diesem tritt das Licht in

die Crownglaslinse L und von dort wie-

der in die Luft, in welcher es nach dem
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ßilde cid convergirt. Bezeichnen wir nun die erste Ilaupt-

brcnnweite des ganzen Systems mit A, die zweite mit F und den

Abstand des Objccles von dem ersten Hauptpunkte des Systems

mit a, den Abstand des Bildes vom zweiten Hauptpunkte mit f,

so ist die Grösse des Bildes nach §. 8 und 6 gegeben durch

worin das negative Vorzeichen bedeutet, dass wenn f > F, das

y
Bild ein umgekehrtes ist. Misst man nun das VerhäUniss - und

den Abstand f, so kann man hieraus zunächst F bestimmen.

Löst mau die Gleichung nach F auf, so wird

f. ¥
F =

y

wobei darauf zu achten ist, dass, wenn das Bild ein umgekehrtes ist,

der Werth von y negativ zu setzen ist, also — y positiv ist. Der

Nenner des Ausdruckes für F ist dann die Summe der absoluten

Grössen des Objectes und seines Bildes Da nun die Haupt-

brennweite von den Brechungsexponenten sämmtlicher Medien ab-

hängt, so können wir daraus den Brechungsexponenten der zu un-

tersuchenden Substanz berechnen.

Das ganze System besteht aus zwei Paaren von brechenden

Flächen, den beiden Flächen der ebenen Platte,' vor der Luft,

hinter der die zu untersuchende Substanz, und den beiden Flä-

chen der Linse, vor der die zu untersuchende Substanz und hinter

welcher Luft ist. Bezeichnen wir nun, wie in § 8, die erste

Brennweite des ersten Paares der Platte mit A^, die zweite mit

F^, die erste Brennweite des zweiten Paares mit A,^, die zweite

mit F^ und den Abstand des zweiten Hauptpunktes des ersten

Paares vom ersten Hauptpunkte, des zweiten Paares mit B, so ist

F^ ^1-:-^^
; A^F.^1^.

F^ -\- F^ — D Fl F.,

Die Krümmungsradien der ebenen Platte sind unendlich gross,

daraus folgt, dass auch die beiden Brennweiten derselben unend-
lich gross sind. Denn bezeichnen wir den Brechimgsexponenten

des Lichtes beim Uebertritt aus Luft in die Platte mit n, beim
Uebertritt aus der Platte in die zu untersuchende Substanz mit
71, so ist
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^1 n Q 7171 r '

j.^'

worin r und q die Krümmungsradien der Flächen und d die
Dicke der Platte bedeutet. Da nun r und q unendlich sind,
so folgt

1- = 0; F^^oo.

Da nun, wie wir ebenfalls §. 6 nachgewiesen haben,

7171 . = F^,

so folgt auch = <x).

Dividiren wir nun in dem Ausdrucke für F Zähler und
Nenner durch F^, so wird

F = -^2 ^ p

Die zweite Brennweite «des ganzen Systems ist gleich der

zweiten Brennweite des zweiten Paares, gleich derjenigen der

Linse, vor welcher die zu untersuchende Substanz, hinter welcher

Luft ist.

Um die erste Brennweite zu erhalten, dividiren wir in dem
Ausdrucke für A Zähler und Nenner durch A^^, dann wird

A^ _ A„
A = F . ^ ^' = F ^2

F\ 7in . F^

A,
•

Bezeichnen wir nun den Brechungsexponenten des Lichtes

bei dem Uebergange aus der zu untersuchenden Substanz in die

Linse mit v und beim Uebertritt aus der Linse in Luft mit v,

den Krümmungsradius der unteren Linsenfläche mit r', den der

oberen mit q', so ist

1 _ v — 1 1 v' — 1 1 {v — 1) {v ~1) 6

F^ V Q V , V r vv r Q

wo ö den Abstand der Hauptpunkte der Linse bedeutet. Daraus

erhalten wir
r ' f

VV r Q
^2 = _ 1) + {V — 1) q' — [V— 1) {v'—l) ö

und für die erste Ilauptbrennweite
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Darnach wird die erste IlauplbrennweiLc des ganzen Systems

F
A = — >•

mi . vv

Nun ist V = i, da n der Brechungsexponenl des Lichtes
n

bei dem üebergange aus der Luit in die Crownglasplatte ist und

V derjenige beim Üebergange aus der Crownglaslinse in die Luft

ist. Ebenso ist v der Brechungsexponent des Liclites beim Üeber-

gange aus der zu untersuchenden Substanz in die Linse gleich

,
gleich dem reciproken Werthe des Brechungsexponenteji beim

n

Üebergange des Lichtes aus der Crownglasplatte in die zu unter-

suchende Substanz. Daraus folgt

• 7in . vv =: 1; A = F.

Die erste Brennweite unseres ganzen Systems ist gleich dei-

zweiten Brennweite, wie sich das nach dem Früheren schon voraus-

sehen Jiess, da das erste und letzte Mittel des ganzen Systems

dasselbe, nämlich Luft ist.

Unsere Gleichung für F.^ gestattet nun schon den gesuchten

Brechungsexponenten der zu untersuchenden Substanz, das heisst,

den Brechungsexponenten beim Üebergange des Lichtes aus Luft

in die zu untersuchende Substanz zu bestimmen.

Drücken wir zunächst v und v durch n und n aus, so wird

1 , ,—
' r Q

p ^ nn

oder indem wir den einzelnen Gliedern des Nenners den Nenner
nn geben und dann im Zähler und Nenner den Nenner nn fort-

lassen

2 (1 — nj / + (1 — n') nQ' — (1 — n) (1 — n') 6

Wir haben nun die Gleichung nur nach n aufzulösen, um
einen sehr nahe richtigen Werth davon zu ei'halten. Es wird
zunächst, indem wir mit dem Nenner rechts auf beiden Seiten

multiplicircn und die n' enthaltenden Glieder gesondert schreiben

:

F2{ii— n)r' -\- nQ'~{l—n)Ö} — F,^n?i'Q— {l~,,)n'öj = r\i

F^ {(1 - n) /-f w?'- (1 -n)8)- = 71'F., {nq -[l-n)8}... (I)
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, _ F.
{ (1 — n)r' + hq' — (1 — n) 8) ~- r' q

^ F. {n(i — (1 — n) 8}

Nehmen wir nun an, dass wir den Abstand des Bildes von

der oberen Fläche der Linse, den wir leicht messen können, für

den Abstand des Bildes vom zweiten Hauptpunkte setzen dürfen,

dann ist F.^ gegeben durch die Gleichung

fY
' 7 -y

und es sind in der Gleichung für n nur noch die Radien r und

Qf
der. Linse zu messen, um n berechnen zu können.

Das so berechnete n ist der Brechungsexponent des Lichtes

beim Uebergange aus Crownglas in die zu untersuchende Substanz

;

den Brechungsexponenten in der gewöhnlichen Bedeiy.ung, beim

Uebergange aus Luft in dieselbe, erhalten wir dann, indem

wir n mit n multipliciren oder

iiy = nn.

Dieses Verfahren zur Bestimmung von n ist ziemlich um-

ständlich, da man die Radien und die Dicke der Linse bestim-

men und schliesslich eine complicirte Rechnung durchführen muss.

Sehr viel bequemer kommt man zum Ziel, wenn man die vorhin

angegebenen Messungen der Bildgrösse und des Bildabstandes von

der Linse noch zweimal wiederholt, einmal, wenn zwischen dem

Planglase und der Linse Wasser, und dann, wenn zwischen beiden

Luft enthalten ist. Nennen wir den Brechungsexponenten beim

Uebergange des Lichtes aus Crownglas in Wasser und die

Hauptbrennweite des Systems in diesem Falle O^, so haben wir

genau wie vorhin für F^ jetzt für cPo

^̂2 — ^i^n) r' + {l— n,)n^'—{l— n){l-n,) 6'

wo in dieser Gleichung nur
??o

an die Stelle von ti in dem Aus-

drucke für F^ tritt. Daraus ergibt sich dann genau wie vorhin

r'+7iQ'— (1— 7i) öj —r'q = Wo 0^{nQ— (1— «) 5} .
.
.(H)

Nennen wir nun die Hauplbrennweite, wenn zwischen Plan-

glas und Linse Luft ist, g,' so erhalten wir dafür

/ r
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in welchem Ausdrucke, da vor der Linse Luft ist, an die Stelle

von n oder der Brechungsexponent ^ des Lichtes bei dem

Uebergange aus Crownglas in Luft tritt. Dai'aus erhalten wir

weiter

c^,

I
(1_ n) r'+ ng'- (1—n) öj - tq = l^%^{nq— (1—n) 8]... (III)

Ziehen wir nun die Gleichung II, welche CPj enthält, von

der vorher abgeleiteten Gleichung I, welche enthält, ab, so

bekommen wir

(i?'2-(p2){(l-«)r'+n^.'-(l-n)5}=(nX-«o^2){'^?-{l-«)^}-(IV)

Ziehen wir ebenso III von 1 ab, so wird

[F.-%){[l-n)r'+ nq'-{l-n)8\ =^{n'F^-l%^){nQ-{l^n)8) ... (Vj

und dividiren wir nun die Gleichung IV durch Gleichung V,

so wird

F-i — ^i ^ ^^-^2 — ^0 ^2.

^^-^^
-'^2-^S2'

aus welcher Gleichung wir n lediglich aus den drei durch den

Versuch bestimmten Hauptbrennweiten und den bekannten Bre-

chungsexponenten des Wassers und Crow-nglases berechnen können.

Multiplicü-en wir zunächst auf der rechten Seite Zähler und Nenner
mit n, so wird

— ^2 nn'F^ — «Wq ^2
^2^— ^2 " nn'i^2 — ^2

Wie wir nun schon vorhin sahen, ist nn =; gleich dem
Brechungsexponenten des Lichtes bei dem Uebergange aus Luft
in die zu untersuchende Substanz, nn^ = gleich dem Bre-
chungsexponenten des Lichtes beim Uebertritte in das destillu-te

Wasser. Führen wir diese Werthe ein und lösen nach auf,

so wird

n,F, {F,- 0,) -^2(^2-^2) = n,F, (F,-^,) -n, 0, {F,-%,)
"1^2 (^2 - <^2) = %2 (F. - ^2) - n^^o (^2 - %2)

^2 {^2 - ^2) - «2 ^2 (^2 - So)

^2 (^2 - ^2)

Man kann die Gleichung zur Berechnung von noch be-
quemer machen, indem man zum Zähler auf der rechten Seite
^2^2 addirt und dieselbe Grösse subtrahirt; fasst man dann die
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eilizelucn Glieder passend zusammen, so erhält man leicht

„ _ F-i (^2 - + - 1) 0. [%^-
' ^2 i% - ^2)

~

und daraus

' ^ ^2 (1^2 - ^2)

Nach dieser Methode sind von W. Krause*) und Ilelm-
holtz**) die Brechungsexponenten nicht nur der Hornhaut, sondern

auch der übrigen brechenden Medien des Auges bestimmt worden.

Bei Krause fand sich in der Ocularblendung des zu diesen Ver-

suchen benutzten Mikroskopes eine getheilte Glasplatte, an welcher

die Grösse des von dem unteren Linsensysteme entworfenen

Bildes gemessen wurde. Zugleich wurde durch Regelung des

unteren Abstandes des leuchtenden Objectes von der unteren

Linsenfläche dafür gesorgt, dass das Bild immer an derselben

Stelle erzeugt wurde. Dadurch wurde der Werth von f in den

Gleichungen für die Hauptbrennweile immer fast genau derselbe;

verschieden sind sie nur dadurch, dass die Lage des Hauptpunktes

sich mit der vor der Linse befindlichen Substanz etwas ändert.

Vernachlässigt man diese Veränderung des zweiten Hauptpunktes,

so kann man auch ohne diesen Werth von f zu kennen, und

wenn man immer dasselbe leuchtende Object anwendet, selbst

ohne Messung des letztern berechnen. Bezeichnen wir näm-

lich die drei Grössen der Bilder mit y, wenn die zu untersuchende

Substanz, mit tj, wenn Wasser, mit i), wenn Luft unter dem Mi-

kroskop ist, so wird

f Y fY FY
Y—y' 2 Y—n ~~ Y—i)

und setzen wir die drei Werthe in die obige Gleichung für ?«,

ein, so erhält man nach einigen Reductionen

Wi = 1 + ^2 ~ 1 :

Auf diese Weise erhielt Krause für den Brechungsexpo-

nenten der Hornhaut Werthe, welche zwischen 1,3569 und 1,3434

lagen, im Mittel fand sich ?i[ = 1,3507.

*) Krause. Die Brechungsindices der durchsichtigen Medien des

menschlichen Auges. Hannover 1865. (Helmholtz, physiol. Optik § 10.)

**) Helmholtz. Physiologische Optik § 10.



Dicke der wässerigen Feuchtigkeit. 75

Für die Breclmngsexponenten der übrigen Medien l'aiid

Krause folgende Wertlie:

Wässerige P'^euchtigkeit Glaskörper

«, zwischen 1,3557 und 1.3,349 zwischen 1,3569 und 1,3361

Mittel 1,3420 Mittel 1,3485

Helm hol tz fand für wässerige Feuchtigkeit 1,3365 und für

den Glaskörper 1,3382.

Zur vollständigen Bestimmung des ersten Theiles unseres

optischen Systems im Auge fehlt uns nur noch, nachdem wir die

Krümmung der Hornhaut, sowie die Brechungsexponenten dieser

und der wässerigen Feuchtigkeit kennen gelernt haben, der Ab-

stand des Scheitels der vorderen Linsenfläche von der vorderen

Fläche der Hornhaut, oder da wir die Dicke derselben kennen,

der Abstand der vorderen Linsenfläche von der Hinterfläche der

Hornhaut. Dieser Abstand ist von C. Krause an acht frischen

Augendurchschnitten gemessen worden.*) Als grössten Werth

fand er in zwei Fällen 3,044 Mm., als kleinsten, ebenfalls in

zwei Fällen 2,255 Mm., im Mittel erhielt er 2,506 Mm. Fügen

wir dazu die Dicke der Cornea, so erhalten wir als grössten

Werth für den Abstand der vorderen Linsenfläche von der vor-

deren Fläche der Cornea 4,239 Mm., als kleinsten Werth 3,044

Mm., im Mittel 3,509.

Es ergeben sich also auch hier, wie für die Dicke der Horn-
haut, ziemlich bedeutende individuelle Verschiedenheiten. Die von

C. Krause erhaltenen Resultate sind von Helmholtz**) durch
31essungen an lebenden Augen bestätigt worden; die vonHelm-
holtz zu dieser Untersuchung benutzte Methode zu beschreiben,

würde uns hier zu weit führen, wir verweisen deswegen auf

Helmholtz' Arbeit. Die von ihm an drei Augen gefundenen
Werthe für den Abstand des Scheitels der Hornhaut von der vor-

deren Linsenfläche sind 4,024 Mm., 3,597 Mm., 3,739 Mm., im
Mittel also 3,787 Mm., ein Werth, welcher von dem von Krause
gefundenen nur wenig verschieden ist.

§. 11.

Die Krystalllinse des Auges. Die optischen Constanten
der KrystalUinse, welche wir zur Bestimmung des Ganges der

*) C. Krause. Poggendorff's Annalen Band XXXIX.
**) Helmholtz. Graefe's Archiv Bd. I. Abthlg. 2, p. 30 fif Phv-

siolog. Optik §.3.
o

7
I . j

i
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Liclilstrahleii kennen müssen, sind ihre Ilauptbrennweiten und

die Lage ihrer Hauptpunkte. Dieselben lassen sich wegen der

eigenthiimlichen Structur der Linse, wie Helmholtz nachgewiesen

hat, nicht aus dem Brechungsexponenlen und den Krümmungs-

radien ihrer Ohcrfläche bestimmen. Die Linse besteht nämlicli

aus einem Innern Kern und einer sehr grossen Anzahl dünner

Schichten, welche den Kern einhüllen; die Brechungsexponenten

der Schichten sind von einander und von dem des Kernes ver-

schieden, und zwar so, dass der Brechungsexponent des Kernes

am grössten ist, und die Brechungsexponenten der Schichten um
so kleiner werden, je weiter sie von dem Kern entfernt sind.

Es ergibt sich das unter andern aus folgenden von W. Krause

nach der im vorigen Paragraph beschriebenen Methode erhaltenen

Resultaten. Krause erhielt als Brechungsexponenten

für die äussere Schicht mittlere Schicht Kern

im Mittel.

Die Krümmungsradien der einzelnen Schichten werden von

aussen nach innen immer kleiner, der Krümmungsradius der

innersten, den Kern unmittelbar einschliessenden Schicht ist am

kleinsten, er ist gleich dem Krümmungsradius des Kernes. Da-

raus folgt, dass jede einzelne Schicht und alle zusammen als eine

concavconvexe Linse wirken, die den biconcaven Linsenkern um-

geben. Um demnach die Brennweiten und Hauptpunkte der

Krystalllinse berechnen zu können, müsste man die Krümmungen

der einzelnen Flächen und die Brechungsexponenten der einzelnen

Schichten bestimmen können, eine Aufgabe, welche nicht zu

lösen ist.

= 1,4053 1,4294 1,4541

Fig. 19. Helmholtz hat deshalb auf rein

experimentellem Wege sowohl die

Brennweiten der Krystalllinse als auch

die Lage der Hauptpunkte in derselben

bestimmt.*) Das von ihm zu diesem

Zwecke benutzte Verfahren ist folgen-

des. Eine Älessingröhre hh Fig. 19

ist auf eine planparallele Glasplatte cc

aufgekittet. Das Messingrohr hat in

seiner Mitte eine horizontale, auf der

*) Helmholtz. Physiologische Optik §. 10 p.
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Obern Seite concave und in ilirer Mitte mit einer runden OefT-

nung versehene Sc.heide\vand. Der unterhalb der Scheidewand

befindliche Raum wird nun zuucächst mit Glaskörper angefiillt

und dann die Krystalllinse mit ihrer flachen Seite nach unten

auf die Oell'nung der Scheidewand gelegt. Die Krystalllinse muss

unmittelbar vorher mit grösster Vorsicht, ohne harte Berührung

und ohne irgend welche Verletzung aus dem Auge herausgenom-

men sein, oder wenn man sie früher präparirt hat, so lange in

Glasfeuchtigkeit aufbewahrt sein, da die Linse an der Luft trocken

wird und eine faltige Oberfläche erhält. Darauf wurde auch der

über der Krystalllinse befindliche Raum des Rohres mit Glaskörper

gefüllt und schliesslich auf das Rohr eine Glasplatte dd gelegt,

welche dem Glaskörper oben eine ebene Oberfläche gab. Nun

wurde mit einem Ophthahfiometer die Grösse der Bilder gemessen,

welche dieses System von Objecten entwarf, welche sich unter-

halb desselben befanden. Zu dem Ende wurde die ganze Vor-

richtung auf das Rohr eines Mikroskopes gesetzt, aus welchem

alle Linsen und Blendungen entfernt waren, so dass die Axe des

Mikroskoprohres zugleich die Axe der Linse war. Als Object

benutzte Helmholtz eine Messingplatte mit S'Gr avesand'schen
Schneiden, deren Zwischenraum direct und im Bilde gemessen

wurde. Diese Platte wurde einmal auf den Objecttisch des Mi-

kroskopes und bei der zweiten Messung unmittelbar unter die

Glasplatte cc gelegt, zwischen die Platte cc und das Rohr des

Mikroskops.

Um nun hieraus die Ilauptbrennweiten und die Lage der

Hauptpunkte der Krystalllinse zu berechnen, zerlegen wir das

ganze optische System in zwei Theile. Dasselbe besteht aus der
unteren ebenen Glasplatte cc, vor welcher Luft, hinter welcher
Glaskörper ist, und der Krystalllinse, welche auf beiden Seiten

von Glaskörper umgeben ist. V^ir berechnen nun zunächst die

Lage und Grösse des von der ebenen Glasplatte entworfenen
Bildes und betrachten dann dieses Bild als das Object für die
Krystalllinse. Ist die Grösse dieses Bildes gleich y^, sein Abstand
von dem ersten Hauptpunkte der Krystalllinse a ist die erste

llauptbrennweite der Krystalllinse im Glaskörper gfeich J^, die
zweite Hauptbrennweite gleich F,, und die Grösse des von
der Krystalllinse entworfenen Bildes, so ist nach §. 8
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Da die KrystalUinse auf beiden Seilen dasselbe breebende
Mittel bat, so sind die beiden Ilauptbrennweiten derselben gleicb,
also A., = F.,. Wir können desbalb obige Gleiebung aucli

scbreiben

oder

Fj — ^ _ y 1

Zieben wir auf beiden Seiten 1 ab, so wird

F^ — a — F., _ y^ —
^2 2^2

oder

_^ _ y-i — y\

F-i Vi

Die Grösse des Bildes y.> wird gemessen ; um also aus dieser

Gleichung F.^ die Hauptbrennweite der KrystallHnse zu berechnen,

müssen wir den Abstand a des von der ebenen Glasplatle ent-

worfenen Bildes ?/j vom unteren Hauptpunkte der Linse und die

Grösse dieses Bildes bestimmen.

Bezeichnen wir nun den Abstand des von der Platte cc

entworfenen Bildes von der obern Flüche dei' Platte mit f, den

Abstand der obern Fläche der Platte von der untern Fläche der

Linse, die Dicke der Glaskörperschiebt zwischen Platte und Linse

mit D, ferner den Abstand des untern Hauptpunktes der Linse,

von der untern Fläche der Linse mit /«j , so ist zunächst

a = /• + i> -f h,.

Die Dicke D messen wir direct; um den Abstand / zu be-

stimmen, benutzen wir die Gleichung I des §. 4, wir berechnen

den Abstand des von der ebenen Glasplatte entworfenen Bildes

von der hintern Fläche dieser Platte. Ist der Abstand des Ob-

jectes von der untern Grenzfläche der Platte cc gleich «, , wenn

das Object auf dem Objecttische des Mikroskopes liegt, und ist d

die Dicke der Platte, so erhalten wir zunächst nach Gleichung 1,

ndq
{
(n — 1) «— r} — nnar^

.

f a {(n'-l) (n-1) d- (n—l) «r- (n— 1) 9} - {n'—l) rd + rQ

worin 71 der Brechungsexponent des Lichtes bei dem Uebergange

aus Luft in die Glasplatte cc und 11 jener beim Uebergange aus
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dem Glase in den Glaskörper ist. Da die beiden Begrenzungs-

llächen der Platicn Ebenen sind, so sind sowohl r als q, die Radien

der Grenzflächen, unendlicli gross, imd der Ausdruck für f wird

dadurch unbeslimmt, er erhält die Form unendlich durch unend-

lich dividirt. Seinen Werth können wir erhalten, wenn wir

Zähler und Nenner durch das Produkt vq dividiren. Dadurch

wird f
nd . (n — 1) «1 ,— na — nna^

r
f
— —

Alle Glieder auf der rechten Seite, welche noch r oder q

im Weimer haben, sind gleich Null, da die Nenner dieser Glieder

unendlich gross sind, und Quotienten, deren Nenner unendlich

gross sind, den Werth Null haben. Daraus folgt
'

f = — ^ncl -\- nn'a^^ ;

das negative Vorzeichen in dem Werthe für f bedeutet, dass

das Bild um die in der Klammer befindliche Grösse vor der

zweiten Fläche liegt. Diesen Werth von f haben wir in die Glei-

chung für a

ö = / -f i> +
mit dem iDositiven Vorzeichen einzusetzen, da das Bild um diesen

Abstand vor der zweiten Fläche der Platte liegt, also nach der-

selben Bichtung vor dem ersten Hauptpunkte der Linse wie die

Platte selbst, der Werth von / muss also dasselbe Vorzeichen

erhalten wie D. Es ist somit

O = 7^11 (ly + 71 d -f- + Aj.

Die Grösse des von der ebenen Glasplatte entworfenen Bildes

?/i
ist gleich der Grösse des Objectes selbst; es ergibt sich das

immittelbar aus der Gleichung II des §. 4, in welcher die Grösse
des Bildes gegeben ist, welches ein System von zwei brechenden
Flächen in einem Abstände f von der zweiten Fläche von einem
Objecte entwirft, welches sich in einem Abstände von der
ersten befindet. Die Gleichung war

y, = rg
~

«1
{
{n~\) (nl-) d~[7{- 1 ) 7ir- [n-l)g)~ l)rrf-f r^»

'

Dividiren wir auch hier Zähler und Nenner durch das un-
endlich grosse Produkt rq, so wird
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Vi = Y.

Von diesem Bilde entwirft nun die KrystalUinse ein Bild,

dessen Grösse y., mit dem Ophthalmometer gemessen wird, und
welches uns die oben abgeleitete Gleichung liefert

Vi — Y ^ a_

Vi ^2'

oder wenn wir den soeben bestimmten Werth für a einsetzen

y> — Y nna^ + nd •\- B \- li^

y2 ~ F, • •
•

In dieser Gleichung sind zwei Unkekannte, Äj und F.^, sie

allein ist daher zu deren Bestimmung noch nicht ausreichend,

man macht deshalb noch, wie vorhin erwähnt, eine zweite Mes-

sung, indem man die S'Graves and 'sehen Schneiden unmittelbar

unter die Platte cc legt. Ist die Grösse des Objectes dann Zj,

die Grösse des Bildes i]^ und der Abstand der Schneiden von der

untern Fläche der Platte cc gleich a^, so ist jetzt

% — nn'a^ + nd -\- D , „^

^2 ^2

Ziehen wir die Gleichung [B) jetzt von der Gleichung [A]

ab, so erhalten wir

— Y _ ^2 — ^ _ i}n_{a^ ~_a^

y% V2 ^2

also eine Gleichung, welche nur mehr die Unbekannte F^, die

Hauptbrennweite der KrystalUinse, wenn sie auf beiden Seiten

von Glaskörper umgeben ist, enthält, welche also diese Unbekannte

zu berechnen gestattet. Bringen wir die linke Seite der Gleichung

auf gleiche Benennung und multipliciren beide Seiten mit F^,

so wird

^ V2 {Vi -Y)-y, iv,
- Y^ _ _ ^'^j

und dividiren wir schliesslich durch den Coefflcienten von F.^, so

erhalten wir

_ mi (a^ — «2) . 2/2 ^2_ _ («1 — ^2) • ^2 %
,

^'"'72(^2- Y) -y, (172- Y,) y2Y,-V2Y

Hat man auf diese Weise F., erhalten, so liefert eine der

Gleichungen {J) oder (5) auch den Abstand //, des untern Haupt-

punktes von dem untern Scheitel der Linse.
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Bei der Berechnung dieser Werlhc ist darauf zu achten,

dass, wenn das Bild ein umgekehrtes ist, wenn also der Ahstand

des Objectes von dem untern Hauptpunkte grösser ist, als die

Ilaiiptbrennweite, ij.y in obiger Gleicluuig mit dem negativen Vor-

zeichen zu versehen ist.

Kennt man so die Ilauptbrennweitc F,y., so hat man, um

aucii den zweiten Hauptpunkt zu finden, die Linse einfach um-

zulegen und dann noch eine Messung zu machen. Ist der Abstand

des zweiten Hauptpunktes von der zweiten, jetzt unteren Linsen-

fläche /«2' und a dann der Ahstand des leuchtenden Objectes von

der untern Fläche der Glasplatte, so erhalten wir aus der

Gleichung

1)2
— nn'a -j- nd -\- D-\-ho

worin 1)2 und Y.^ jetzt die Grösse des Bildes und Objectes be-

deuten.

Die so gefundenen Brennweiten und Hauptpunkte sind jene,

welche derselben Linse zukommen, wenn sie sich im Auge be-

findet, denn im .4uge ist die Linse von der wässerigen Feuchtig-

keit und dem Glaskörper umgeben, welche beide denselben Bre-

chungsexponenten haben; sie befindet sich also unter denselben

Umständen, unter welchen obige Messungen angestellt sind. Die

an zwei Linsen von Helmholtz aufgefundenen Zahlen sind

folgende:

Brennweite . F = 45,144 Mm. 47,435 Mm.
Abstand des ersten Hauptpunktes

von der vordem (flachern) Fläche = 2,258 „ 2,810 ,,

Abstand des zweiten Hauptpunktes

von der hintern (gewölbtern)Fläche 7*2 = 1,546,, 1,499 ,,

Die Dicke dieser Linsen fand sich

durch direkte Messung 4,2 „ 4,314 „

Helmholtz hat an diesen beiden Linsen auch die Krüm-
mungsradien der Grenzflächen der Linsen in der vorhin ange-

gebenen Weise durch Spiegelung mit dem Ophthalmometer ge-

messen und fand

Kriimmungsradius im Scheitel der

vordem Linsenflächc .... 10,162 Mm. 8,865 Mm.
Krümmungsradius im Scheitel der

hintern Linsenllächc .... 5,860 „ 5,889
Wüllnor, Dioptiik des Auges. ß
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Die nach dem Vorigen eigentlninilicli zusammengeseLzte Linse
kann iln^er Wirksamiieil nach durch eine homogene Linse mit
gleichen Krümmungsradien, wie sie die Linse in Wirklichkeit he-
!?ilzt. ersetzt werden. Der Brechnngsexponent dieser Linse lässt

sich mit Hülfe der lur die Haupthrennweiten aufgestellten For-
meln berechnen, indem wir dieselbe nach n auflösen. - Diesen
Brechungsexponenten einer solchen homogenen, die wirkliche
Linse ersetzenden Linse bezeichnet man als den totalen Bre-

chungsexponenten der Linse; derselbe ist grösser als der Bre-
chungsexponent des Kernes, da die Brennweite der Linse in Folge
ihrer eigenthünilichen Construction kleiner ist, als wenn die ganze
Linse denselben Brechungsexponenten hätte wie der Kern. Für
die beiden von Helniholtz untersuchten Linsen ergibt sich

1,4519 und 1,4414.

Betreffs der Bestimmung der optischen Constanten der Linse

ist noch zu erwähnen, dass im lebenden Auge die Form der

Linse sich ändert, je nachdem es in die Nähe oder Ferne sieht,

beim Sehen in die Nähe wird die Linse gewölbter und damit

ihre Brennweite kleiner. Wenn wir obige Messungen von Helni-

holtz auf das lebende Auge übertragen, so gelten sie für in die

Ferne sehende Augen.

§. 12.

Gang der Lichtstrahlen im Auge. In den beiden

letzten Paragraphen haben wir die Constanten des optischen Ap-

parates in unserm Auge bestimmt; um nun den Gang der Licht-

strahlen im Auge vollständig übersehen zu können, müssen wir

jetzt die Cardinalpunkte des ganzen Systems aus den gefundenen

Constanten ableiten. Wie wir sahen, hängen die Constanten von

der individuellen Beschaffenheit des gerade untersuchten .4uges

ab, somit haben die Cardinahverthe, wenn wir die zu einem Auge

gehörigen Brechungsexponenten und Krümmungsradien einsetzen,

auch nur für dieses individuelle Auge Gültigkeit, für welches die

Werthe bestimmt sind. Nehmen wir aber einen Mittelwerth aus

den besten Messungen, so werden die erhaltenen Resultate mit

kleinen Abweichungen für sämmtliche normal gebildeten, in die

Ferne sehenden Augen gültig sein, hi dieser Weise hat zuerst

Listing aus den vor den Untersuchungen von Helniholtz ge-

fundenen Werthen die Lage der Cardinalpunkte im menschlichen
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Auge abgeleitet; er nennt das so bestimmte Auge „das schema-

tische Auge."

Die von Listing hierbei angenommenen Werthc sind Folgende:

1. ürechungsexponent des Lichtes beim Uebertritte

aus Luit in die Hornhaut und wässerige

Feuchtigkeit W =^ 1,3377

2. Brecliungsexponent des Liclites beim Uebertritte

aus Luft in die Kryslalihnse (totaler Bi'e-

chungsexponent) . . .
.

' fi = ^ ,4545

3. }]rechungsexponent des Lichtes heim Uebertritte

aus Luft in Glaskörper Vt — 1,3377

4. Kriunmungsi adius der Hornhaut 8 Mm.

5. Krümmungsradius der vordem Linsenfläche . 10

6. Krümmungsradius der hintern Linsentläche . 6 „

7. Entfernung der vordem Hornhaut und Linsen-

lläche 4 „

. 8. Dicke der Linse '.
. . . 4 „

Die Wertlie für die Diechungsexponenten der Hornhaut,

wässerigen Feuchtigkeit und des Glaskörpers müssen nach den

Untersuchungen von W. Krause, wenn man ein mittleres nor-

males Auge bestimmen will, wohl etwas grösser genommen wer-

den, da die von Listing angenommenen Werthe sich nur wenig

von den kleinsten von Krause gefundenen Werthen unterschei-

den. Krause fand im Mittel für die Hornhaut 1,3507, für die

wässerige Feuchtigkeit 1,3420, für den Glaskörper ],3485. Neh-

men wir von diesen drei Wei'thcn das Mittel, so werden wir

wohl einen dem mittlem normalen Auge entsprechenden Werth

erhalten, derselbe ist dann 1,3465 oder fast genau Wir

wollen diesen Werth als Brechungsexponenten der Hornhaut,

wässerigen Feuchtigkeit und des Glaskörpers annehmen. Der

von Listing für den totalen Brechungsexponenten angenommene
Werth stimmt ungefähr mit den aus Helmholtz' Messungen der

Breunweiten sich ergebenden überein, und ist ein klein wenig

grösser, als der von Krause für den Brechungsexponenten des

iierns gehmdeue Werth. Wenn wir uns bei der Berechnung des

Auges die Krystalllinse durch eine homogene Linse ersetzt denken
wollen, können wir diesen Werth des Brechungsexponenten bei-

behalten.

Die einzelnen ilrünunungsradien, welche Listing angenom-
men hat, sind etwas zu gross, wenn sie für ein mittleres nor-

6*
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malcs Auge gellen sollen. Für die Ilornhaul zunäclisl ergibt

sich aus den Messungen von Kolilrausch im Mittel 7,87, aus

den drei Messungen von llelmliollz 7,713, aus beiden ergibt

sich als Mittel 7,79 oder abgerundet 7,8.

Die beiden Krümmungsradien der Grenzflächen der Linse

sind nach der Annahme von Listing mit den Messungen von

llelmholtz ziemlich in Uchereinstimmung, letztere ergeben in-

dess einen etwas kleineren Werth, nämlich für den Radius der

Vorderfläche 9,51 und den Radius der hintern Fläche 5,87. Mit

diesen Werthen und dem Brechungsexponenten 1,4545 erhalten

wir einen Werth für die Brennweiten, welcher mit dem Mittel

von llelmholtz übereinstimmt, den einzigen direkten Messungen,

welche es bisher gibt.

Für den Abstand der vordem Linsenfläche von der Vorder-

fläche der Hornhaut erhallen wir aus den Messungen Krause's

im Mittel 3,50, aus denen llelmholtz' 3,78, also immer einen

kleineren, als Listing ihn annimmt. Wir wollen denselben den

Messungen von Helnihollz gemäss gleich 3,78 setzen.

Die Dicke der Linse 4 Mm. stimmt mit der Messung von

llelmholtz überein, wir wollen dieselbe auch unseren Rech-

' nungen zu Gi'unde legen, obwohl Ilel m hol tz nach einigen Mes-

sungen an lebenden Augen etwas kleinere Werthe gef'uuden hat.

Die den folgenden Rechnungen zu Grunde zu legenden Werthe

sind also

1. Brechungse.xponent der Hornhaut, der wässe-

rigen Feuchtigkeit und des Glaskörpers . . = 1,3465

2. Totaler Brechungse.xponent der Linse . . . 1,4545

3. Krümmungsradius der Hornhaut 7,8 Mm.

4. „ ,, vordem Linsenlläche . 9,51 ,,

5. „ bintei'u ,, . 5,87 • ,,

6. Absland der vordem Linsenfläche von der vor-

dem Hornhaulfläche 3,78 ,,

7. Dicke der Linse 4

Wir betrachten nun das Auge am bequemsten als ein System

von drei brechenden Flächen, deren erste die Hornhaut ist, deren

andere zusammen die Linse bilden. Um die Cardinalpunkle dieses

ganzen Systems zu bestimmen, haben wir dieselben zunächst für

die einzelnen Theile desselben aufzusuchen. Als ersten Theil

betrachten wir die Vordeifläche der Hornhaut, vor welcher Luft,

hinter welcher wässerige Feuchligkeit sich belindet. Als zweiten



Gang der Lichtstrahlen im Auge. 85

T Iieil die Krystalllinse, vor und Inntcr welcher sich Mittel gleichen

Brecliungsvermögens hefinden.

Die Hauptpunkte des ersten Tlieiles hefinden sich nach §. 5

heide im Scheitel der Hornhaut.

Für die zweite Hauptbrennweite haben vvir nach §. 2 die

Gleichung
nr

F, =
'1
-

setzen wir darin n = 1,3465, r = 7,8, so wird

Für die erste Brennweite haben wir

— ^ = = = 22,22Mm.—
n n- 1 0,3465

Durch die Lage der Hauptpunkte, Knotenpunkte und Flaupt-

brennpunkte ist das Verhalten der Hornhaut vollständig bestimmt,

der erste Hauplbrennpunkt liegt hiernach um 22,22 Mm. vor der

vordem Fläche der Hornhaut, der zweite um 30,31 Mm. hinter

derselben.

Der zweite Theil unseres Systems ist die Krystalllinse, welche

wir uns durch eine homogene Linse mit den vorhin angegebenen

Constanten ersetzt denken. Die Lage des ersten Hauptpunktes

derselben erhalten wir nach §. 5 aus der Gleichung

, ^ [n ~ 1) rd .

[n — 1) (n — 1) — [n — 1) nr— [n— 1) q

worin d die Dicke, r der Radius der vordem, q der Radius der

hintern Fläche der Linse ist, 7i den Brechungsexponenten des

Lichtes bei dem Uebergange aus der wässerigen Feuchtigkeit in

die Linse und ti denjenigen beim Uebergange des Lichtes aus

der Linse in den Glaskörper bedeutet. Da das Brecbungsver-

mögen der wässerigen Feuchtigkeit und des Glaskörpers dasselbe

ist, so folgt zunächst n' = ^. Führen wir den Werth ein, so wird
71

h' ==

n

dr

[n— 1) rf— n (r— q)

Den Werth von ?i erhalten wir aus den angegebenen Con-

slanlen folgendermassen; ist der Brechungsexponenl des Lichtes

heim Uebergange aus Luft in wässerige Feuchtigkeit, jener bei
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dem Uebergange aus Luft in die Linse, so ist, wie schon mehr
fach erwähnt,,

somit

^'"^^^ = 1,0802.
1,3465

Selzen wir nun l'ür r seinen Werth 9,51 Mm., für d = 4 Mm.
und lür q, da die hintere Fläche dem ankommenden Lichte ihre

concave Seite zuwendet, q = — 5,87 Mm. ein, so wird

, , _
,

4 . 9.51 _ 38,04 _ _ . oo,~ 0,0802 .4 — 1,0802 (9.51 + 5,87)
~ 16,2926 ^ '

Der erste Hauptpunkt liegt also übereinstimmend mit den -

Messungen von Helmholtz im Innern der Linse um 2,334 Mm.

hinter dem Sclieitel der vordem Fläche.

Für den zweiten Hauptpunkt haben wir nach §. 5

. „ _ (w— 1) ndQ
~"

[n - 1) (n — 1) d — {7i'— 1) ?u- — [fi — 1) ß

oder mit Beachtung, dass 7i = -

d p 23,48 ^ 1 n ,r
h" --^ = — .,

'

= — 1,441 Mm.
^ (n—l)d—7i{r—Q} 16.2926

Der zweite Hauptpunkt hegt also ebenfalls in der Linse, um

1,441 Mm. vor dem Scheitel der hintern Fläche.

Die beiden Haupthrennweiten der Linse sind einander gleich,

da sich an beiden Seiten derselben dasselbe brechende Mitlei be-

findet.

Für die zweite Hauptbrennweite haben wir nach §. 6

71 71 rQ

^"i = („'_ 1) nr + {?i —1}Q— [n — 1) («' — 1) ^

1

oder mit Beachtung, dass 7i =
9,51 . 5,87

?• Q

V^l){9-r+^-=^] 0,0802 {5,87 + 9,51 - ^^^',-4

55.8237 • __ _ 142— 0,0802(15,38-0,295)

Dieser Werlh der Hauplbrennweite liegt zwischen den beiden

von Helmholtz durch direkte Messung erhaltenen Werthen; er
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gibt an, (lass Strahlen, welche in der wässerigen Feuchtigkeit

einander und mit der Axe der Linse parallel sind, nach der Bre-

chung in der Linse in einem Abstände von 46,142 Mm. hinter

dem "zweiten Hauptpunkte der Linse sich vereinigen, oder dass

Strahlen, welche in der wässerigen Feuchtigkeit nach einem 46,142

vor dem ersten Hauptpunkte der Linse liegenden Punkte conver-

giren, nach der Brechung in der Linse parallel einander weiter

gehen.

Mit Hülfe der im §. 8 für ein System von mehr als zwei

brechenden Flächen entwickelten Gleichungen erhalten wir nun

die Cardiiialpunkte des Auges selbst.

Den ersten Hauptpunkt des Auges bekommen wir aus der

Gleichung

_ D
— D ^ F, —Ii,'

worin hy den Abstand des Hauptpunktes des ganzen Systems

vom ersten Hauptpunkte des ersten Systems, hier also vom

Scheitel der Hornhaut, die erste Hauptbrennweite, die

zweite Hauptbrennweite des ersten Systems, A^ die erste Haupt-

brennweite des zweiten Systems und D der Abstand des

ersten Hauptpunktes des zweiten Systems, der KrystalUinse vom

zweiten Hauptpunkte des ersten Systems, hier ebenfalls der Scheitel

der Hornhaut, bedeutet. Setzen wir die soeben im Einzelnen be-

stimmten Werlhe, und für D die Summe des Zwischenraumes

zwischen der Hornhaut und der KrystalUinse und des Abstandes

des ersten Hauptpunktes der Linse vom Scheitel derselben, so wird

_ 22,22 . 6.114 135,85308 _
^
~ 6,114— 30,31—46,142 ~ 70,338 ~ l.J.üMm.

Der erste Hauptpunkt des Auges liegt also in der wässerigen

Feuchtigkeit um 1,931 Mm. hinter der Vorderfläche der Hoi-nhant.

Die Lage des zweiten Hauptpunktes erhalten wir aus der

Gleichung

worin h., den Abstand des zweiten Hauptpunktes der KrystalUinse

bedeutet. Setzen wir die betreflenden VVerlhc ein, so wird

h ^ 6,114.46,142 _ 282.11218 . _
.

,

' 6,114-3031^6042 - ~ ^70338" ~ ^'"^^

Der zweite Hauptpunkt liegt also um 4,011 Mm. vor dem
zweiten Hauptpunkte der Linse ; letzterer liegt nun um 1,441 Mm.

1
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vor der Hinternäche der Linse, der zweite Ilauptp.uikt des Au-^es
liegt also um 5,452 Mm. vor der llinlernäclie der Linse, und da
letztere um 7,78 Mm. hinter dem Scheitel der vordem liorn-
hautfläche liegt, so liegt der zweite Hauptpunkt des Auges 2,328 Mm.
hinter der Vorderiläche der Hornhaut oder 0,397 Mm. hinter dem
ersten Hauptpunkte des Auges.

Die beiden Hauptbrennweiten des Auges erhalten wir nach^
§. 8 aus den beiden Gleichungen

F F, F,

F, + F,- D
und die erste

Ä = F .

Setzen wir in den Ausdruck für F die betreffenden Werihe
ein, so wird

_ 30,31.46,142^
70,338 = ^^'^^^

Der zweite Hauptbrennpunkt liegt also um 19,883 Mm. hinter

dem zweiten Hauptpunkte des Auges, und da dieser um 5,452 iMm.

vor der Hinterfläche der Krystallhnse liegt, um 14,431 Mm. hinter

der Hinterfläche der Linse.

Da in dem Ausdrucke für die erste Hauptbrennweite

F^ = A.y, Fy = n . A^

ist, wenn n = 1,3465 der Brechungsexponent der wässerigen

Feuchtigkeit ist, so folgt

Der erste Brennpunkt liegt somit um 14,767 Mm. vor dem

ersten Hauptpunkte, und da letzterer um 1,931 Mm. hinter dem

Scheitel der Hornhaut liegt, um 12,836 Mm. vor dem Scheitel

der Hornhaut.

Es erübrigt noch die Bestimmimg der Knotenpunkte; wie

wir sahen, liegt der erste Knotenpunkt um die zweite Haupt-

brennweite hinter dem ersten Hauptbrennpunkte, der zweite um

die erste Hauptbrennweite vor dem zweiten Hauptbrennpindite.

Der erste Knotenpunkt liegt demnach 5,116 Mm. hinter dem

ersten Hauptpunkte oder 7,047 Mm. hinter dem Scheitel der

Horidiaut, 0,734 Mm. vor der Hinterfläclic der Linse. Der zweite
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Knotenpunkt liegt 0,337 Mm. vor der riinterlläche der Linse, der

Absland der Knotenpunkte ist gleich 0,397 Mm., gleich dem Ab-

stände der beiden Hauptpunkte von einander. Nach den von uns

angenommenen Werthen liegt der Krümmungsmittelpunkt der

Hornhaut (Radius 7,8 Mm.) um 0,02 Mm. hinter der hintern Linsen-

fläche, der erste Knotenpunkt liegt also 0,754 Mm. fast genau

Mm, vor dem Krümmungsmittelpunkte der Hornhaut.

Der zweite Brennpiuikt liegt nach den obigen Rechnungen

14,431 Mm. hinter dem Scheitel der hintern Linsenfläche; nach

C. Krause's Messungen liegt nun die Netzhaut 14,387 Mm.
hinter dem Scheitel der hintern Linsenfläche; es ergibt sich also,

dass das von uns angenommene mittlere normale Auge die pa-

rallel auf das Auge auftreffenden Strahlen gerade auf der Netz-

haut vereinigt oder dass die Netzhaut in der hintern Brennebene

des Auges liegt. Ein solches normales Auge würde also Gegen-

stände, welche im Verhältniss zum Auge unendlich weit entfernt

sind, bei hinreichender Grösse derselben deutlich sehen, so z. B.

würde ein solches Auge die Sterne als scharfe leuchtende Punkte,

den Mond als eine scharfe Scheibe sehen, da in der That von

diesen Gegenständen auf der Netzhaut scharfe Bilder erzeugt

^^ erden, und wir jene Gegenstände deutlich sehen, von welchen

auf der Netzhaut scharfe Bilder entworfen werden.

Damit ein solches Auge die Gegenstände noch scharf sehe,

brauchen dieselben indess nicht unendlich weit entfernt zu sein,

in einer Entfernung von 20— 25M. würde das Auge noch immer
ziemlich scharf sehen, da die von diesen Gegenständen entwor-
fenen Bilder noch immer fast genau auf die Netzhaut fallen

würden. In den oben berechneten Constanten haben wir alle

Mittel, die Lage der vom Auge entworfenen Bilder zu berechnen.
Nach §. 8 erhalten wir den Abstand des Bildes vom zweiten
Hauptpunkte aus der Gleichung

r — ^
a— A

worin die einzelnen Buchstaben die ihnen bisher immer beigelegte
Bedeutung haben. Den Abstand des Bildes vom zweiten Brenn-
punkt erhalten wir daraus, wenn wir die Dilferenz /" — be-
rechnen

f _ „ ^ _ p ^ ^ 293.6U
a — A a— A ü — A'
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Setzen Mir nun z. B. a = 20 M., oder der Bequemlichkeit
wegen a — J = 20 M., rechnen also den Abstand der ange-
sehenen Objecto von dem ersten Hauptbrennpunkte, so erhalten
wir für den Abstand des Bildes vom zweiten IJauptbrennpmikte,
also von der Netzhaut

' 20000
Auch in diesem Abstände würde das Auge die angesehenen

Gegenstände ohne Weiteres noch hinreichend scharf sehen; anders

jedoch, wenn die Gegenstände dem Auge noch naher rücken,

dann entfernen sich die Bilder rasch von der Netzhaut und auf

derselben treten an Stelle der Bilder der einzelnen Punkte Zer-

streuungskreise auf, die sich nicht zu einem Bilde des angesehenen

Objectes zusammenfügen. Wird z. B.

a — A, so wird f — F
10 M. 0,028 Mm.
5 M. 0,056 „

2,5 M. 0,11^ „

1,25 M. 0.224 „

0,625 M. 0,448 „

0,312 M. 0,896 .,

Die Bilder rücken somit in demselben Verhältnisse weiter

hinter die Nelzhant, als die Gegenstände dem vorderen Brenn-

punkte des Auges näher rücken; befindet sich das Object etwa

einen Fuss vor dem vorderen Brennpunkte, so liegt das Bild

etwa 1 Mm. hinter der Netzhaut. Damit nun das Auge auch

diese Gegenstände deutlich sehen kann, müssen die Brennweiten

desselben sich ändern und zwar kleiner werden. Das geschieht

durch die Accommodation des Auges für kleinere Entfernungen,

und zwar, wie Helmholtz nachgewiesen hat, im Wesentlichen

dadurch, dass die Oberflächen der Krystalllinse stärker gekrümmt

werden, wobei zugleich die Linse etwas dicker wird und die vor-

dere Fläche der Linse etwas nach vorn rückt. Es würde die

Grenzen dieser Einleitung überschreiten, ausführlicher den Me-

chanismus der Accommodation zu besprechen, nur Mellen Mir

zeigen, welcher geringer Aenderungen in der BeschaOcnheit des

Auges es bedarf, um selbst nahe gelegene Gegenstände zu sehen,

also deren Bild auf der Netzhaut zu entwerfen.

Wir wollen zu dem Ende die optischen Conslanten eines

Auges berechnen, in M elcliciu der Krümmungsradius der vorderen
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Linsenfläclie nur 6 Mm. beträgt, der Krümmungsradius der liin-

tern 5,4 Mm. und die vordere Fläche der Linse um 0,4 Mm.

nach vorn gerückt ist, wodurch dann die Dicke der Linse um

0,4 Mm. zugenommen hat. Wir erhalten darnach zimächst die

Hauptpunkte dieser Linse

, /
'^»4 • 6 _ 2 907 jyiji^~ («-l)rf-«(r—o) ~ 0,0802.4,4-1,0802 .11,4" '

'

„_ dg 4,4 . 5,4 q^p.
" - - - aÖ8ÜO;4=T,0802. 11,4

~ i'-^ö'^^"'"-

p = ^'g --^-y ^ ^^'"^ =36484
'

0.0802{5.4+6-S^
Der Abstand I) des ersten Hauptpunktes der Linse von dem

Scheitel der Hornhaut ist jetzt

D = 3,38 + 2,207 = 5,587 Mm.

und därn|ch wird der Abstand des ersten Hauptpunktes des Auges

von dem Scheitel der Hornhaut

Ä, D 22,22 5 587
1 B-F'-A, 5,587.-30,31 — 36,484 " '

Der Abstand des hintern Hauptpunktes von dem zweiten

Hauptpunkte der Linse wircl

.

^ 5:587 . 36,484

Der Abstand '•d^s zweiten Hauptpunktes von der Hornhaut
ist darnach 2,464, der Abstand beider 0,436 Mm.

Für die zweite^Iaup^brennweite erhalten wir

• F = • ^ _ 30,31 . 36,484
F, -i'i> 61:207 = ^^'^^^

und für die erste Hauptbrennweite

^ = t:m65 = ^^'^^^

Der zweite Hauptbrennpunkt liegt 18,067 Mm. hinter dem
zweiten Hauptpunkte, somit 20,531 Mm. hinter der Vordernäche
der Hornhaut oder 12,751 Mm. hinler der Hinterfläche der Linse.
Nehmen wh- nun nach dem Vorigen an. dass in dem mittleren
normalen Auge die Netzhaut 14,431 Mm. hinter der Hintertläche
der Linse liegt, so würde in dem veränderten Auge der zweite
Hauptbrennpunkt 1,680 Mm. vor der Netzhaut liegen. Entlerntc
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Gegensläude würde darnach das Auge in diesem Zustande nicht

denllich sehen können, dagegen würde dasselbe nalie Gegenstände

deutlich sehen. Von einem Gegenstande, der 0,144 M. vor dem

vorderen Brennpunkte oder 0,155 M. vor dem Scheitel der Horn-

haut sich befände, würde das Bild gerade auf der Netzhaut ent-

worfen werden. Ein Auge somit, dessen Linse die zwischen den

angegebenen Grenzen liegenden Veränderungen annehmen kömite,

wäre im Stande, alle Gegenstände, welche dem Auge bis auf

155 Mm. nahe rückten, nach und nach deutlich zu sehen., Jene

Grenzen sind bekanntlich ungefähr die, zwischen welchen ein

normales Auge zu accommodireu im Stande ist.

Die letzten Brechungen setzten stillschweigend voraus, dass

das betrachtete Auge von monochromatischem Lichte getroffen

wird; bei mehrfarbigem oder weissem Lichte werden die von

einem Punkte ausgehenden Strahlen nicht in einem Punkte ver-

einigt, da gemäss §. 9 das Auge als eine Combination von Sam-

mellinsen nicht achromatisch sein kann. In wie weit indess der

Chromatismus des Auges auf die von demselben auf der Netzhaut

des Auges entworfenen Bilder von Einfluss ist, bedarf hier wohl

keiner weitern Erörterung, da sich das mit Hülfe der in dieser

Einleitung abgeleiteten Gleichungen mit Beachtung der im §. 9

gemachten Bemerkungen leicht bestimmen lässt.


